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Resumen

Este trabajo lo iniciamos haciendo un recuento del desarrollo histórico, del clásico con-
cepto de función de variación acotada introducido por Camille Jordan en 1881. Pre-
sentamos un listado de propiedades de las funciones de variación acotada, de segunda
variación acotada, definidas por Charles De La Valleé Pousin en 1908 y de k-variación
estudiadas por Tiberiu Popoviciu.

Posteriormente, pasamos a exponer varios resultados sobre los conceptos de función
de p-variación de Riesz de 1910 y de segunda p-variación de Riesz, introducido por
Nelson Merentes en 1992 (p > 1); para dar paso a un nuevo concepto de variación de
funciones que denominamos (p, k)-variación en el sentido de Riesz-Popoviciu (p > 1 y
k entero positivo), combinando las variaciones de Riesz y Popoviciu, generalizando así
las nociones de primera y segunda p-variación de Riesz.

Sobre el espacio RV(p,k)[a, b], de las funciones con (p, k)-variación acotada, demostramos
varias propiedades de relevancia. En primer lugar, se presenta una caracterización tipo
lema de Riesz. Más precisamente, se demuestra que una función tiene (p, k)-variación
acotada si su derivada de orden k� 1 es absolutamente continua y la derivada de orden
k está en Lp[a, b]. Además se presenta una forma de calcular la (p, k)-variación de una
función. Usando esta caracterización, dotamos al espacio RV(p,k)[a, b] de una estructura
de espacio de Banach. Estos resultados serán publicados próximamente en Journal of
Function Spaces and Applications.

Además, demostramos que la condición de lipschitzidad global del operador de com-
posición, en la condición de Matkowski sobre este espacio, se puede sustituir por una
condición de acotación uniforme de este operador.

Proseguimos, exponiendo un conjunto de resultados sobre las noción de '-variación en
el sentido de Riesz, introducida en 1953 por Yu. T. Medve’ed y segunda '-variación en el
sentido de Riesz, estudiada por N. Merentes en 1991. Para luego, construir otro concepto
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Resumen 2

de variación, denominado (', k)-variación en el sentido de Riesz-Popoviciu (' es una '-
función y k un entero positivo), el cual combina las idea de Merentes, para la segunda
'-variación y las de T. Popoviciu de k-variación. Sobre la clase ˆV R

(',k)[a, b], de estas
funciones, presentamos una nueva versión del Lema de Riesz-Medve’ed, demostrando
que toda función de esta clase, tiene derivada de orden k � 1 absolutamente continua
y la derivada de orden k está en L'[a, b] y dando de una manera explícita una fórmula
para calcular la (', k)-variación. Usando este resultado presentamos condiciones sobre '
para que la clase ˆV R

(',k)[a, b] sea un espacio vectorial o condiciones sobre dos '-funciones

'1 y '2 para que ˆV R
('1,k)

[a, b] ⇢ ˆV R
('2,k)

[a, b] o para que ˆRV
R

('1,k)[a, b] ⇢ ˆRV
R

('2,k)[a, b],

donde ˆRV
R

(',k)[a, b] denota el espacio vectorial generado por la clase ˆV R
(',k)[a, b]. Además

introducimos una norma sobre ˆRV
R

(',k)[a, b] que lo dota de una estructura de espacio de
Banach.

Por último, generalizamos la noción de �-variación introducida por M. Schramm en
1985, presentando el concepto de segunda �-variación en el sentido de Schramm para
un función u : [a, b] ! X, donde X es un espacio normado y demostramos que si X es un
espacio de Banach reflexivo, toda función con segunda �-variación acotada en el sentido
de Schramm, es la integral indefinida de una función de �-variación en el sentido de
Schramm. Este resultado fue publicado en Opuscula Mathematica a principios de este
año.



Introducción

1

A finales de la tercera década del siglo XIX, el matemático alemán J. P. G. L. Dirichlet,
quien vivió escasamente 54 años, demostró el hoy conocido Criterio de Dirichlet, que
afirma que toda función u : [a, b] ! R, definida por medio de un número finito de trozos
monótonos, tiene serie de Fourier puntualmente convergente [61]. De esta manera se
presenta por primera vez, una demostración de la conjetura del francés Joseph. Fourier
sobre la representación de una función por una serie trigonométrica [66].

En 1881, el matemático francés Marie Ennemond Camille Jordan [84], haciendo un
estudio sobre el Criterio de Dirichlet, introduce el concepto de función de variación
acotada, como aquellas funciones u : [a, b] ! R, tales que:

(0.0.1) V (u; [a, b]) := sup
⇡

n�1
X

j=1

|u(tj+1)� u(tj)| < 1,

donde el supremo se toma sobre las particiones ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b, del intervalo
[a, b]. Esta clase de funciones se denota por BV [a, b] y tiene una estructura de álgebra
de Banach (ver [18, 37] ) con la norma:

kuk = |u(a)|+ V (u; [a, b]), u 2 BV [a, b].

En [84], C. Jordan caracteriza el espacio BV [a, b], como aquellas funciones que se
pueden descomponer como diferencia de dos funciones monótonas (Teorema de Repre-
sentación de Jordan). De esta manera queda establecido que el espacio de funciones de
variación acotada en un intervalo, se le puede aplicar el Criterio de Dirichlet.

La noción de variación de Jordan de una función se ha generalizado siguiendo varias
direcciones, dependiendo de la utilidad donde se desarrolla. Pero básicamente hay cuatro
direcciones.

1
El desarrollo de esta investigación estuvo financiada por el Banco Central de Venezuela
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Introducción 4

1. Cambiando el conjunto donde toma valores la función. Por ejemplo, conside-

rando un espacio métrico (X, d) o normado (X, k . k) (ver [50]) o en el caso de

multifunciones (ver [40, 49, 155, 172] ) el espacio (P (X), dH), donde dH es la

métrica de Pompeu-Hausdorff (ver [30, 76, 77]).

2. Modificando el dominio de la función. Se ha considerando un subconjunto E de

R o un rectángulo en el plano o más general en Rn.

3. Modificando la estructura de la suma (0.0.1) que aparece en la definición.
4. Haciendo combinaciones de las tres anteriores.

En el primer caso cambiamos la suma
P

j

|u(tj+1)� u(tj)| que aparece en la definición

de Jordan por sumas de la forma:

X

j

d(u(tj+1), u(tj)) o
X

j

ku(tj+1)� u(tj)k ,

según que el espacio X, sea un espacio métrico o normado.

El caso particular X = C, es considerado en libros clásicos de Análisis o Variable
Compleja como [53, 80]. Cuando X = Rn, puede revisarse en el libro de T. M. Apostol
[5] donde se demuestra que:

u = (u1, . . . , u2) 2 BV ([a, b],Rn
) si y sólo si ui 2 BV [a, b], i = 1, . . . , n.

En el segundo caso, cuando modificamos el dominio de la función, una primera instancia
es colocar como dominio a R (ver [5, 146]). También se puede estudiar el artículo [40],
donde V. V. Chistyakov considera como dominio un subconjunto Ø 6= E ⇢ R. En estas
dos situaciones la suma (0.0.1) se considera sobre familias

t1 < t2 < · · · < tn

de puntos del dominio de la función, que podemos considerar como una generalización
del concepto de partición de un intervalo, para el conjunto E.

Para el caso de funciones definidas en un rectángulo del plano, en los años 1905-1906 G.
Vitali [164] y G. H Hardy [75] exponen generalizaciones. Además, M. Fréchet [67, 68],
C Arzelà [13], J. Pierpoint [131], L. Tonelli [163] y H. Hahn [74] presentan otras
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definiciones. En este sentido, es interesante revisar los trabajos de C. R. Adams y J. A.
Clarkson publicados en los años 1933-34 donde hacen un estudio comparativo de estas
definiciones en [2, 3].

En cuanto a las definiciones de variación de una función, haciendo modificaciones de la
suma (0.0.1) en la definición dada por Jordan, existen varias definiciones estudiadas, a
lo largo de la historia; entre las que podemos mencionar varias que agrupamos como:
Variaciones tipo Riesz, tipo Wiener y tipo De la Vallée Poussin (ver [7, 118]) .

Variaciones tipo Riesz. La primera de ellas, son las denominadas funciones de
p-variación en el sentido de Riesz (1 < p,< 1), introducida por Frigyes Riesz en 1910
[136]. Riesz define la p-variación de una función u : [a, b] ! R como:

V R
(p,1)(u; [a, b]) = sup

X

j

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆p

|tj+1 � tj| ,

donde 1 < p < 1.

Riesz expone una caracterización de estas funciones, con el hoy denominado Lema de
Riesz.

Lema de Riesz [136].
Sean 1 < p < 1 y u : [a, b] ! R, entonces:

V R
(p,1)(u; [a, b]) < 1 si y sólo si u 2 AC[a, b] y u0 2 Lp[a, b] y además

V R
(p,1)(u; [a, b]) =

´ b
a
|u0

(t)|p dt.

Es de hacer notar que en el trabajo a que hemos hecho mención es donde Riesz demues-
tra el celebre resultado que el dual de Lp[a, b] es Lq[a, b], p > 1, q > 1, 1

p
+

1
q
= 1.

En [18] L. Avila realiza un estudio detallado de las propiedades y caracterizaciones de
este tipo de funciones. También se puede revisar [138].

En 1953, Yu. T. Medved’ed en [112] extiende este concepto, considerando sumas de la
forma

X

j

'

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj| ,

donde ' : [0,1) ! R es lo que se conoce hoy como una '-función o como las llamó
Orlicz en sus trabajos N -función. Es decir, ' es una función creciente, continua, 0 =



Introducción 6

'(0) < '(t), t > 0 y '(t) ! 1, cuando t ! 1. Este concepto se conoce en la
literatura como '-variación acotada en el sentido de Riesz y la '-variación de una
función u : [a, b] ! R la denotaremos a lo largo de este trabajo por V R

(',1)(u; [a.b]).

Si ' verifica la denominada condición 11

⇣

lı́m
t!1

sup '(t)
t

= 1
⌘

, condición que se impone

para que la clase V R
(',1)[a, b] =

n

u 2 R[a,b]
: V R

(',1)(u; [a, b]) < 1
o

no sea el espacio de
las funciones de variación acotada (ver [97]); los matemáticos en Yu. T. Medved’ed,
Cybertowiscz y Matuszewska demuestran en [56, 112] la siguiente generalización del
Lema de Riesz .

Lema de Riesz (Medved’ed).
Sean ' una '-función que verifica la condición 11 y u : [a, b] ! R, entonces:

V R
(',1)(u; [a, b]) < 1 si y sólo si u 2 AC[a, b] y u0 2 L'[a, b] y además

V R
(',1)(u; [a, b]) =

´ b
a
' (|u0

(t)|) dt.

Para ver un estudio con detalles de las funciones con este tipo de variación finita, se
puede revisar el trabajo realizado por M. T. Neves en 1994 [126]. También es de uso
frecuente los resultados obtenidos en 1987, por M. Maligranda y W. Orlicz en [97].

A principios de la década del 90, del siglo pasado, N. Merentes presenta en [113,
115], dos nuevas generalizaciones de los conceptos estudiados por F. Riesz y Yu. T.
Medved’ed, considerando el supremo sobre sumas del tipo:

X

j

0

@

�

�

�

u(tj+2)�u(tj+1)
tj+2�tj+1

� u(tj)�u(tj�1)
tj�tj�1

�

�

�

|tj+2 � tj�1|

1

A

p

|tj+2 � tj| , p > 1

o de la forma:

X

j

'

0

@

�

�

�

u(tj+2)�u(tj+1)
tj+2�tj+1

� u(tj)�u(tj�1)
tj�tj�1

�

�

�

|tj+2 � tj�1|

1

A |tj+2 � tj| ,

siendo ' una '-función.

Si existe el supremo de la primera suma, al variar la suma, sobre las particiones del
intervalo [a, b], se dice que la función u tiene (p, 2)-variación acotada en el sentido de
Riesz, mientras que en el segundo caso se dice que la función u tiene (', 2)-variación
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acotada en el sentido de Riesz y la variación (el supremo de las sumas del segundo tipo)
se denota por V R

(',2)(u; [a, b]).

En estos trabajos N. Merentes [113, 115], generaliza el lema de Riesz. En particular
para el caso de (', 2)-variación, tenemos:

Generalización del Lema de Riesz (Merentes).
Sean ' una '-función que verifica la condición 11 y u : [a, b] ! R, entonces

V R
(',2)(u; [a, b]) < 1, si y sólo si u0 2 AC[a, b] y u00 2 L'[a, b].

Además
V R
(',2)(u; [a, b]) =

´ b
a
' (|u00

(t)|) dt.

Recientemente, en el año 2009, en su Tesis Doctoral, W. Aziz [19] extiende las defini-
ciones de Riesz-Medved’ed para funciones definidas en un rectángulo del plano.

En el estudio de esta generalización, también se puede revisar los trabajos de W. Aziz,
H. Leiva, N. Merentes y B. Rzepka [22] y W. Aziz, H. Leiva, N. Merentes y J. L. Sánchez
[23].

En estas investigaciones se asume que a = (a1, a2) y b = (b1, b2) son puntos del plano,
u : Iba = [a1, b1] x [a2, b2] ! R y ' es una '-función; y la '-variación en el sentido de
Riesz de u en el rectángulo Iba , denotada por TV R

' (u; Iba), se define como la suma de
los supremos de las sumas del tipo:

P

i '
⇣

|410u(ti+1,c)|
|ti+1�ti|

⌘

|ti+1 � ti| ,
P

'
⇣

|401u(a,sj+1)|
|sj+1�si|

⌘

|sj+1 � sj|

y
P

i,j '
⇣

|411u(ti,sj)|
|4ti||4sj |

⌘

|4ti| |4sj| ,

donde

a1 < t1 < · · · < tm < b1, a2 < s1 < · · · < sn < b2,

son sendas particiones de los intervalos [a1, b1] y [a2, b2], respectivamente; y

4ti = tj+1 � ti, 4sj = sj+1 � sj,

410u(ti+1, b1) = u(ti+1, b1)� u(ti, b1),

401u(a1, sj+1) = u(a1, sj+1)� u(a1, sj),

411u(ti, sj) = u(ti, sj)� u(ti+1, sj+1)� u(ti, sj+1)� u(ti+1, sj).
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Si ' cumple la conocida condición 11, estos investigadores, demuestran la siguiente
generalización del lema de Riesz.

Generalización del Lema de Riesz para funciones definidas en un rectángulo.
Sean ' una '-función que verifica la condición 11 y u : Iba ! R, entonces:

TV

R
' (u; Iba) < 1, si y sólo si u es absolutamente continua en I

b
a

en el sentido de Carathéodory y´ b1
a1
'
�

�

�

@u
@t
(t, s)

�

�

�

dt+
´ b2
a2
'
�

�

�

@u
@s
(t, s)

�

�

�

ds+
´ b1
a1

´ b2
a2
'
⇣

�

�

�

@2u
@t@s

(t, s)
�

�

�

⌘

dtds < 1.

Además la suma de las tres integrales es igual a TV R
' (u; Iba).

W. Aziz también demuestra que el espacio vectorial BV R
' (Iba) generado por la clase de

funciones que tienen '-variación total en el sentido de Riesz finita, tiene una estructura
de álgebra de Banach con la norma:

kukR' := kuk1 + inf

⇢

" > 0 : TV R
'

✓

u� u(a)

✏
; [a, b]

◆

 1

�

.

Mas recientemente, en el 2011, M. Bracamonte, J. Giménez y N. Merentes en [33],

obtienen la generalización para funciones definidas en un rectángulo
n

X
i=1

[ai, bi] en Rn.

Más información sobre este tema puede verse en [34, 35, 36, 63]o [32].

Variaciones Tipo Wiener. Otra manera de generalizar el concepto de variación
acotada fue concebido en 1924 por el norteamericano Norbert Wiener, con lo que de-
nominaremos Variaciones tipo Wiener. En [169] N. Wiener considera expresiones de la
forma:

X

j

|u(tj+1)� u(tj)|p , 1 < p < 1.

El caso 0 < p  1 es estudiado por F. W. Gehring en 1954 en [69], para funciones a
valores complejos.

Trece años después de introducido el concepto de variación tipo Wiener, el matemático
alemán, L. C. Young [171], hace una generalización, usando '-funciones, al estudiar
expresiones de la forma:
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X

j

' (|u(tj+1)� u(tj)|) .

Un estudio completo de estas funciones fue realizado en 1959, por los matemáticos
polacos J. Musielak y W. Orlicz en ([123, 124]). También se puede revisar [97, 126].
En [126] se presentan las demostraciones en detalle.

En el año 2010 A. J. Guerrero en su Tesis Doctoral [72] estudia una generalización de
esta noción, para funciones reales, definidas en un rectángulo del plano, considerando
el supremo de sumas como las siguientes

X

i

' (|410u(ti+1, c)|) ,

X

' (|401u(a, sj+1)|) ,

X

' (|411u(ti, sj)|) .

En este caso la '-variación total en el sentido de Wiener de una función u : Iba ! R se
denota por TV W

' (u; Iba). Guerrero demuestra que el espacio vectorial BV W
' (Iba) generado

por la clase de funciones tales que TV W
' (u; Iab ) < 1 es un espacio de Banach con la

norma:

kukW' = kuk1 + inf

⇢

" > 0 : TV W
'

✓

u� u(a)

"
; Iba

◆

 1

�

.

Otra generalización de la noción dada por Jordan, la realiza en 1972, Daniel Waterman
en [165]. En este caso, se consideran expresiones del tipo:

X

n

|u(bn)� u(an)|
�n

,

donde {[an, bn]}n�1 es una familia de subintervalos del intervalo [a, b], no solapados y
⇤ = {�n}n�1 es una sucesión creciente de números reales positivos, tal que la serie

P

n
1
�n

es divergente. Este tipo de sucesiones es lo que se conoce como una ⇤-sucesión o ⇤-
sucesión en el sentido de Waterman. Las funciones con esta variación y sus propiedades
son estudiadas por S. Perlman y D. Waterman en [129, 130, 165, 166, 167]. En 1995 L.
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De Jesús hace un estudio detallado de las funciones de ⇤-variación acotada, introducida
por Waterman, en su Tesis de Grado [58]. También puede verse el artículo de F. Prus-
Wisniowski [134] donde se expone una recopilación de resultados y problemas abiertos
sobre este tema. También M. Avdispahič ha escrito varios trabajos sobre este tema (ver
[16, 17]).

La funciones de ⇤-variación acotada en el sentido de Waterman, en el caso de dos
variables, son introducidas por A. A. Saakyan y A. I. Sabblin en 1986/87 en [153, 154]
y M. I. Dyachenko y D. Waterman hacen un estudio de las mismas el año 2004 [62].
Estos autores consideran una ⇤- sucesión {�n}n�1 y toman sumas del tipo

X

i,j

|�11u(ti, tj)|
�i�j

.

En las XXIV Jornadas Venezolana de Matemáticas L. Anzola presenta una ponencia
sobre este tema (ver [4]).

Otra manera de generalizar los conceptos de variación de Jordan-Wiener-Young-Waterman

[84, 169, 171, 165], lo hace M. Schramm en [158] a mediados de la década de los años

80 del siglo pasado. En esta ocasión las sumas empleadas por D. Waterman en [165]

son transformadas en

X

n

'n

�

�

�u(bn)� u(an)
�

�

�

,

donde � = {'n}n�1 es una �-sucesión; es decir, cada función 'n, n � 1 es una '-función
convexa y adicionalmente

P

n�1 '(t), diverge, para cada t > 0.

Para revisar con detalles, las demostraciones de los resultados relacionados con esta clase
de funciones, puede verse el Trabajo de Ascenso presentado por Angela Hernández en
1996 [78]. Un resumen de este trabajo se presentó en las IX Jornadas Venezolana de
Matemática en 1996, por A. Hernández y S. Rivas [79]. El caso de dos variables ha sido
estudiado por T. Ereu, N. Merentes y J. L. Sánchez en [64]).

Un caso similar a la variación estudiada por Schramm, lo tenemos cuando se considera
una sucesión � =

n

'
�n

o

n�1
, donde ' : [0,1) ! R convexa verificando la condición
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'(t)
t

! 0, cuando t ! 0 y {�n}n�1 es una ⇤-sucesión. Esta situación la estudia Hwa-Jun
Kim el 2004 y 2006 en [85, 86] y se conoce como �⇤-variación.

También es importante mencionar otra generalización del concepto de variación acotada,
denominado -variación, introducido por Boris Koremblum en 1975 (ver [90]). En esta
oportunidad se considera el supremo de expresiones del tipo:

(0.0.2)

P

j

|u(tj+1)� u(tj)|
P

j

( tj+1�tj
b�a

)

,

donde  : [0, 1] ! [0, 1] es continua, cóncava, creciente y (0) = 0, (1) = 1, k(x)
x

! 1,
cuando x ! 0. Las funciones  con estas propiedades se conocen con la denominación de
- función. A mediados del año 2011, M. Sanoja recopila varios resultados relacionados
con estas funciones en su Tesis de Grado de licenciatura [157].

Combinando el concepto de variación de B. Koremblum [90] con el dado por M.
Schramm [158], en 1989, Y-H. Sok y J-K. Park [162] presentan una nueva genera-
lización, considerando una �-sucesión {'n}n�1 y modificando el numerador de la suma
(0.0.2) por:

X

j

'n (|u(bn)� u(an)|) .

Este tipo de variación se conoce como �-variación. Los trabajos desarrollados por D.
S. Cyphert y A. Kelingos en 1985 [54], S. K. Kim y J. Kim en 1986 [87], Y-H. Sok y
J-K Park en 1989 [162], S. K. Kim y J. Yoon en 1990 [88], J. Park y S. H. Choo en
2003 [128], H. J. Kim en los años 2004 y 2006 [85, 86], J. Park en el 2010 [127] y W.
Aziz, J. A. Guerrero, N. Merentes y J. Sánchez en el 2011 en [21], hacen una exposición
de las investigaciones desarrolladas sobre estas funciones.

Variación Tipo De la Vallée Poussin. Otro forma de generalizar el concepto de
variación acotada es considerar las Variaciones tipo De la Vallée Poussin, introducidas
en 1908 en [59] por Charles Jean de la Valleé Poussin. Para esto se consideran sumas
de las variaciones de cocientes incrementales, es decir sumas del tipo
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X

j

�

�

�

�

u(tj+1)� u(tj)

tj+1 � tj
� u(tj)� u(tj�1)

tj � tj�1

�

�

�

�

.

Cuando todas estas sumas están acotadas, decimos que la función u tiene segunda
variación acotada y el espacio vectorial de estas funciones se denota por BV2[a, b]. Este
tipo de funciones admite una descomposición tipo Jordan, pero como diferencia de
funciones convexas (ver [133, 148]).

Hay varias maneras de generalizar este concepto, una de ellas fue estudiada en 1930
por T. Popoviciu en [132] y A. M Russell en [148] en 1973, al introducir las funciones
de k-variación acotada. Para aclarar en qué consiste esta variación, se considera una
función u : [a, b] ! R y se definen las diferencias divididas, por:

u[t1, t2] =
u(t2)�u(t1)

t2�t1
, t1 6= t2,

u[t1, . . . , tk, tk+1] :=
u[t2,...,tk+1]�u[t1,...,tk]

tk�t1
, tk 6= t1.

Ahora se generaliza el concepto estudiado por De La Vallée Poussin tomando las sumas

n�k
X

j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]| .

Además Popoviciu demuestra un teorema de descomposición tipo Jordan (ver [132,
133]). Otros artículos que pueden revisarse sobre este tema son [122, 151, 156].

Otra manera de generalizar la variación tipo De La Vallée Poussin fue estudiada por
J. R. Webb en [168] en 1969 y por A. M. Russell en 1970 [147] y F. N. Huggins en
1971 [81], considerando una función creciente m : [a, b] ! R y trasformar las sumas
estudiadas por De La Vallée Poussin por

X

j

�

�

�

�

u(tj+1)� u(tj)

m(tj+1)�m(tj)
� u(tj)� u(tj�1)

m(tj)�m(tj�1)

�

�

�

�

.

En este caso, si las sumas anteriores son acotadas, decimos que la función u tiene
segunda variación acotada respecto a la función creciente m.

Otra referencia que no debemos dejar de mencionar, es el estudio que hacen M. Braca-
monte, J. Giménez y N. Merentes en [35]. Estos autores consideran una '-función ' y
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generalizan el concepto de segunda variación de De La Vallée Poussin, para funciones
u : [a, b] ! X, donde (X, k . k) es un espacio normado, tomando sumas del tipo

X

j

' (ku[tj,tj+1]� u[tj�1, tj]k) .

Otras generalizaciones del concepto de variación acotada. Para concluir
este recuento histórico, debemos hacer mención al punto 4. de nuestra clasificación
inicial, referido a las combinaciones de las diferentes formas de definir la variación de
una función.

Las funciones que trataremos ahora son del tipo u : E ! X , donde Ø 6= E ⇢ R
y X es un espacio métrico o normado. En este tema, los grandes aportes han sido
realizados por el matemático de origen ruso, Vyacheslav. V. Chistyakov y algunos de
sus colaboradores.

El primero de ellos fue publicado por V. V. Chystiakov, en el año 1997 [40], donde
se generaliza el concepto de variación introducido por C. Jordan en 1881. Es impor-
tante resaltar que el teorema de representación de Jordan garantiza que muchas de las
propiedades de las funciones monótonas sean verificadas por las funciones de variación
acotada (por ejemplo, existencia de límites laterales, conjunto de discontinuidades nu-
merable, existencia de derivadas c.s, Riemann integrabilidad). Sin embargo, para el caso
de las funciones consideradas por Chistyakov no puede plantearse el teorema de repre-
sentación de Jordan, pues para este tipo de funciones no tiene sentido el concepto de
monotonía. De esta manera, en principio no podemos garantizar que estas nuevas fun-
ciones, verifique las propiedades de las funciones de variación acotadas a valores reales.
Pero en contrapartida, se presenta el siguiente teorema de representación (teorema 3.1
de [40]).

Teorema de Descomposición (Chistyakov). u 2 BV (E,X) si y sólo u = g � ', donde
' : E ! R es creciente y g : '(E) ! X es una función Lipschitz, con constante de
lipschitzidad menor o igual a 1.

Este resultado generaliza el Teorema de Descomposición del matemático de origen aus-
triaco, H. Federer del año 1966 (ver [65]) quien demuestra:



Introducción 14

Teorema de Descomposición (Federer). u 2 BV [a, b] si y sólo si u = u = g �m, donde
m es monótona y g : m([a, b]) ! R es Lipschiz, con constante de lipschitzidad menor o
igual que 1.

Este último resultado, en cierta forma generaliza otro teorema de descomposición plan-
teado por el polaco W. Sierpiński en [160] en 1933, que garantiza que toda función
regular u : [a, b] ! R se puede descomponer de la forma u = g�m, donde m : [a, b] ! R
es monótono y g : m([a, b]) ! R es continua.

En el año 1998, V. V. Chystiakov junto con O. E. Galkin (ver [48, 49]) generalizan los
conceptos variación de Wiener [169] y de Young [171]. En estos trabajos también se
presentan versiones del teorema de descomposición mencionado arriba.

A comienzos de este siglo, en el año 2000, V. V. Chistyakov en [42] generaliza el concepto
de variación de Riesz considerada por Yu. T Medved’ed en [112] para funciones u :

[a, b] ! R, agregando un peso. Más específicamente, se consideran sumas del tipo

X

j

'

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
�(tj+1)� �(tj)

◆

(�(tj+1)� �(tj)) ,

donde � : [a, b] ! R es un función creciente, que denomina peso.

El mimo año, Chistyakov publica otro artículo [43], donde generaliza este concepto
para funciones u : E ! X, donde X es un espacio métrico y /O 6= E ⇢ R. Además
en el Teorema 7, pag. 2708, de este mismo trabajo demuestra una generalización del
lema de Riesz-Medved’ev (ver [112, 136]), cuando la función peso � es continuamente
diferenciable con derivada positiva y X es un espacio de Banach reflexivo.

En el año 2002 el mismo autor con M. Balcerzak consideran la variación tipo Hardy-
Vitali [75, 164] para funciones de dos variables en [26]; y en [45] V. V. Chistyakov da
una estructura de álgebra de Banach tales funciones. Para el año 2005 V. V. Chistyakov
considera funciones de varias variables [46, 47] y en el año 2010, V. V. Chistyakov y
Y. V. Tretyschenco escriben otro artículo sobre el tema (ver[52]).

Por otra parte, en 2003 V. V. Chistyakov y O. M. Solycheva [51] consideran el caso de
variación tipo Waterman [166].

En en los años 2009/2010 C. Maniscalco en [98] presenta una generalización para el
caso de funciones de variación acotada tipo Schramm [158]. Además expone el teorema
de representación de Chistyakov para este tipo de funciones. Y en el 2011 J. Giménez,
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N. Merentes y S. Rivas [70], combinan los conceptos de segunda variación de De La
Vallée Poussin [59] y de Schramm [158], para obtener otra generalización.

En el caso de multifunciones ([14, 15, 31, 39]), es decir funciones del tipo u : E ⇢
R ! 2

X, donde X es un espacio métrico o normado, se puede revisar los trabajos de
1997 de V. V. Chistyakov [40], S. A. Belov, V. V. Chistyakov del 2000 [29] y V. V.
Chystyakov, O. M. Solycheva del 2002 [51] .

Como una contribución al tema de variaciones de funciones, en esta tesis hacemos tres
aportes. En primer lugar, combinamos las nociones de de p-variación en el sentido de
Riesz ([136]) y de k-variación en el sentido de Popoviciu ([132, 133, 148] ) para crear
un nuevo concepto de variación que denominamos (p, k)-variación acotada, construyen-
do el espacio RV(p,k)[a, b] de las funciones con este tipo de variación y presentamos una
caracterización de estas funciones, mediante una generalización del lema de Riesz. Estos
resultados serán publicados en [119]. En el año 2011 presentamos una ponencia sobre
estos tópicos en la XXIV Jornadas Venezolana de Matemática [120].

En segundo lugar, siguiendo las ideas de Yu T. Medved’ed en [112] y N. Merentes
en [113] generalizando el concepto de (p, k)-variación acotada, señalado en el párrafo
anterior, al concepto de (', k)-variación acotada, donde ' es una '-función convexa.
Para este tipo de funciones exponemos una caracterización demostrando un teorema
tipo lema de Riesz-Medved’ed-Merentes (ver [112, 113, 136]). Los resultados obtenidos
han sido expuestos en [95].

Finalmente, combinado los conceptos de �-variación de M. Schramm de [158] y de De
La Vallée Poussin de [59] introducimos la noción de segunda variación en el sentido
de Schramm y demostramos un teorema de representación de estas funciones. Estos
resultado has sido expuestos en una artículo publicado este año (ver [70]).

Representación integral de funciones con 2da variación acotada y sus
generalizaciones. Además de referirnos al tema de la variación de una función intro-
ducida por C. Jordan y sus generalizaciones, haremos mención a un tipo de descom-
posición o representación de las funciones con algún tipo de variación; algunas de las
cuales hemos mencionado en los párrafos anteriores.

Tres tipo de descomposición:

1. Descomposiciones tipo Jordan (ver [84, 148] ).
2. Descomposiciones mediante un integral indefinida (ver [80, 81, 125, 137]).
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3. Descomposiciones tipo Serpiński-Federer-Chistyakov (ver [160, 65, 40] ) .

Nosotros haremos referencia a la segunda de estas representaciones. Un resultado clási-
co, que aparece en libros de análisis de uso tradicional como [80, 125], afirma que toda
función absolutamente continua es la integral indefinida de su derivada. Una conclusión
similar es obtenida, al inicio de la segunda década del siglo pasado por F. Riesz [137],
quien demuestra que toda función que tiene variación acotada en el sentido de De La
Vallée Poussin [59] se puede escribir como la integral de una función de variación acota-
da en el sentido de Jordan. Más específicamente: u : [a, b] ! R tiene segunda variación
acotada si y sólo si

9v 2 BV [a, b], tal que u(t) = u(a) +
´ t
a
v(s)ds.

Posteriormente, una conclusión similar ha sido generalizada por varios autores. Por
ejemplo, en 1975, F. N. Huggins presenta un teorema análogo para las funciones que
tienen segunda variación acotada respecto a una función m (ver [81]).

En 1983 A. M. Russell y C. J. F. Upton en [152]) generalizan los resultados anteriores
para las funciones que tienen segunda variación acotada en el sentido de Wiener.

Más recientemente, en el año 2011, M. Bracamonte, J. Giménez y N. Merentes, en [35],
generalizan el teorema de representación de F. Riesz [137], para funciones u : [a, b] ! X,
donde X es un espacio normado y u tiene variación finita del tipo De La Vallé Poussin.

Mientras que J. Giménez, N. Merentes y S. Rivas en [70] logramos obtener, lo propio
para la clase de funciones que tienen segunda variación finita en el sentido de Schramm,
siendo este un aporte nuestro a este tema.

El operador de composición y la condición de Matkowski. Dados dos in-
tervalos I, J y una función h : IxJ ! R, el operador H : J I ! RI definido por
H(u)(t) := h(t, u(t)), u 2 J I , t 2 I se denomina operador de composición, superposi-
ción o Nemystkij, asociado a la función h. Si este operador transforma un espacio X en
sí mismo se dice que el operador H actúa en el espacio X.

Este operador juega un papel importante en la Teoría de Ecuaciones Diferenciales,
integrales y funcionales (ver por ejemplo [6, 10, 118]). Algunos de los puntos que se
tratan sobre este operador es dar condiciones necesarias y suficientes sobre la función
generadora para que el operador actúe en un espacio determinado o asumiendo que
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actúe qué información podemos obtener de la función generadora si el operador es
localmente o globalmente Lischitziano.

En cuanto a la lipschitzidad global, en 1982 el matemático polaco J. Matkwoski de-
mostró en [101] que el operador H actúa en el espacio de las funciones lipschitzianas
u : [a, b] ! R (Lip[a, b]) y es globalmente lipschitziano, es decir, existe una constante
L, tal que:

kH(u)�H(v)kLip[a,b]  L ku� vkLip[a,b] , u, v 2 Lip[a, b],

si y sólo si existen funciones a, b 2 Lip[a, b], tales que:

h(t, x) = a(t)x+ b(t), t 2 [a, b], x 2 R.

En otra palabras, la función h es una función afín en la segunda variable.

Existe una amplia variedad de espacios donde se verifica este resultado, también co-
nocido como Condición o Propiedad de Matkowski (ver [8, 118]), en tal sentido se
puede revisar los trabajos [7, 9, 10, 44, 89, 91, 96, 99, 100, 102, 103, 108, 109,
110, 116, 118, 139, 140, 159] y para el caso de multifunciones pueden revisarse
[117, 121, 161, 172].

En vista de la gran variedad de espacios donde se verifica el resultado de Matkowski en
[118] presentamos la siguiente definición.

Propiedad de Matkowski.
Un espacio de Banach (X, k . k) de funciones de R[a,b] tiene la propiedad de Matkowski si
el operador de composición H generado por una función h, actúa en X y es globalmente
Lipschitz, entonces existe ↵, � 2 X, tales que la función h tiene la forma

h(t, x) = a(t)x+ b(t), t 2 [a, b], x 2 R,

En el caso que la función h no dependa de la variable t, la relación anterior garantiza
que la función h es una función afín.

Desde el año 2008 se han escrito varios artículos donde se sustituye la condición de
lipschitzidad global de la Propiedad de Matkowski por continuidad uniforme del ope-
rador de composición (ver [1, 20, 24, 72, 73, 104, 105, 106, 107]) y para el caso de
multifunciones se puede revisar [25].
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Más recientemente, se han enviado varios trabajos para su posible publicación, donde
se sustituye la condición de continuidad uniforme del operador por una condición de
acotación uniforme (ver [12, 71, 83, 111, 170]). En esta tesis presentamos nuestra
contribución expuesta en [12].

Estructura del trabajo. Para concluir esta introducción, hacemos referencia a la
organización de este trabajo.

En primer lugar hacemos un extensa introducción donde exponemos el desarrollo del
concepto de variación introducido por C. Jordan en 1881 [84] hasta nuestros días.

El trabajo lo hemos dividido en cuatro capítulos. El primero de ellos lo dedicamos ha
exponer los conceptos de funciones de variación acotada, segunda variación acotada y
k-variación acotada y propiedades de estas funciones.

El segundo capítulo lo hemos destinado al estudio de una nueva noción de variación
de funciones; las funciones de (p, k)-variación acotada y sus propiedades, pasando por
un recuento de las propiedades de las funciones de p-variación acotada en el sentido
de Riesz y (p, 2)-variación acotada en el sentido de Riesz. Finalizamos el capítulo pre-
sentando una generalización del lema de Riesz [136], así como algunas consecuencias
de éste y exponiendo un resultado que garantiza que en la condición de Matkwoski
podemos cambiar la condición de lipschitziad global del operador de composición por
una condición más débil, de acotamiento uniforme.

El tercer capítulo lo iniciamos con las nociones y propiedades de las funciones de '-
acotada y (', 2)-variación acotada en el sentido de Riesz presentado en detalle las
demostraciones de muchas de las propiedades de estas funciones, la clase conformada
por ellas y del espacio vectorial generado; y en particular del lema de Riesz y sus conse-
cuencias. Finalizamos el capítulo, introduciendo un concepto original, que generaliza el
concepto de (p, k)-variación acotada, considerando ahora la noción de (', k)-variación
acotada, donde ' es una '-función y k un número entero positivo. Siguiendo el esque-
ma desarrollado para los casos k = 1 y k = 2 , procedemos a demostrar un conjunto
de propiedades de la clase de estas funciones y del espacio vectorial generado por la
misma. Concluimos demostrando una generalización del lema de Riesz y algunas de sus
consecuencias y enunciando un teorema que garantiza que la lipschitzidad global del
operador de composición puede remplazarse por una condición de acotación uniformen,
del operador de composición, en la condición de Matkowski.
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Por último, el cuarto capítulo, lo iniciamos presentado la definición de �-variación en
el sentido de Schramm (ver [158]) y algunas propiedades relevantes de estas funciones.
Luego pasamos a introducir el concepto de segunda variación en el sentido de Schramm
para funciones u : [a, b] ! (X, k . k), donde (X, k . k) es un espacio normado; exponiendo
algunas de las propiedades de estas funciones y del espacio generado por ellas; y culmi-
nando con un teorema de representación de las funciones que segunda variación acotada
en el sentido de Schramm, como la integral indefinida de funciones con �-variación en
el sentido de Schramm.

Además, al final de cada capítulo presentamos algunos problemas que pueden ser objeto
de investigaciones futuras.

Finalmente, es importante resaltar que como resultado de la investigación desarrolla-
da para la conclusión de este trabajo, se han producido cuatro artículos, uno de ellos,
elaborado con la colaboración de los profesores José Giménez y Nelson Merentes fue
publicado recientemente [70]; otro, aceptado para su publicación, escrito con los pro-
fesores Nelson Merentes y José Luís Sánchez [119]. Los otros dos trabajos están en
proceso de arbitraje, uno con los profesores Hugo Leiva, Nelson Merentes y José Luís
Sánchez [95] y otro con las licenciadas Francis Armao y Jésica Rojas y la profesora
Dorota. Głazowska [12].





Capítulo 1

Funciones de k-variación acotada

Este capítulo lo hemos dividido en tres secciones, la primera la dedicamos a exponer
algunos resultados sobre las funciones variación acotada; concepto introducido por C.
Jordan, a finales del siglo XIX en [84]. Damos inicio, presentando la definición, para
luego pasar a exponer algunas propiedades de la misma y en particular, el teorema
de descomposición de Jordan, que nos permite transferir propiedades de las funciones
monótonas a las funciones de variación acotada. Finalizamos la sección, presentando
varias definiciones alternativas del concepto dado por Jordan.

En la segunda sección, exponemos la primera de una serie de generalizaciones del con-
cepto de variación acotada, que estudiamos a lo largo de este trabajo. Nos referimos a
la noción de segunda variación acotada, estudiada por el matemático Belga, Charles De
la Vallée Poussin [59], quien tuvo un larga vida de 96 años. La idea de este concepto
es presentar la noción de variación dado por Jordan, para la derivada de una función,
en forma discreta.

También, exponemos dos teoremas de representación de estas funciones. El primero
garantiza que tales funciones se pueden descomponer como la diferencia de funciones
convexas (ver [147]); y el segundo, como la integral de una función de variación acotada.
Este resultado fue demostrado por F. Riesz en el año 1911 ( ver [137]). En [81] F. N.
Huggins expone una generalización de este último resultado.

Luego damos una definición alternativa de este concepto, demostrando que la segunda
variación de una función es la misma con cualquiera de las dos definiciones.

En la última sección presentamos otra generalización, introducida por el rumano T. Po-
poviciu al final de la década de los treinta del siglo XX (ver [132, 133]). Nos referimos
a la noción de k-variación acotada. Sobre las funciones con este tipo de variación pre-
sentamos varios resultados que hemos tomado de una trabajo de A. M. Russell ([148]),
quien además demuestra un teorema de representación tipo Jordan en [148] y otro que
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determinar como calcular la k�variación de una función, cuando la derivada de orden
k � 1 es absolutamente continua (ver [150] ).

Todos los resultados expuestos son conocidos en la literatura del tema, salvo la definición
alternativa del concepto de k-variación, que se presenta al final del capítulo; y un un
resultado que exhibe las relaciones entre las k-variaciones de una función, usando el
concepto dado por T. Popoviciu [132] y el expuesto por nosotros. La utilidad de esta
definición alternativa la veremos en los capítulos posteriores.

1.1. Funciones de variación acotada.

Denotaremos por ⇧b
a,1 o

Qb
a a la familia de todas las particiones ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b

del intervalo [a, b].

En el año 1881 C. Jordan [84] introduce el concepto de variación acotada como sigue:

Definición 1.1.1. (Variación Jordan) Dada una función u : [a, b] ! R y una partición
⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b], Se definen:

(1.1.1) �1(u) = �1(u, ⇡) :=
n�1
X

j=1

|u(tj+1)� u(tj)|

y

V1(u) = V1(u; [a, b]) := sup
⇡2⇧b

a

�1(u, ⇡).

El número V1(u; [a, b]) se denomina variación en el sentido de Jordan (o simplemente
variación) de la función u en el intervalo [a, b]. Si V1(u; [a, b]) < 1, decimos que la
función u tiene variación acotada o finita en el intervalo [a, b] .

La clase de las funciones de variación acotada se denota por BV ([a, b],R) o de una
manera más abreviada BV [a, b]. Algunas propiedades de estas funciones las describimos
en la siguiente proposición (los detalles de las demostraciones se pueden ver en [18,
125]).
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Proposición 1.1.1. (Propiedades de las funciones de variación acotada).

Sea u 2 BV [a, b], entonces:

1. V1(u) = 0 , u = cte.

2. V1(u) < 1, entonces u es acotada y kuk1  |u(a)|+ V1(u).

3. Si u es monótona, entonces V1(u) = |u(b)� u(a)|.

4. Si [c, d] ⇢ [a, b], entonces V1(u; [c, d])  V1(u; [a, b]).

5. Si t 2 [a, b], entonces V1(u; [a, b]) = V1(u; [a, t]) + V1(u; [t, b]).

Adicionalmente, tenemos

6. Lip[a, b] ⇢ BV [a, b].

7. C1
[a, b] ⇢ BV [a, b].

8. AC[a, b] ⇢ BV [a, b].

Además BV [a, b] tiene una estructura de álgebra de Banach (ver [18, 37]) con la norma:

kuk1 := |u(a)|+ V1(u), u 2 BV [a, b].

Por otra parte, en [125] se presenta una forma de calcular la variación de una función
si ésta es absolutamente continua, más precisamente se demuestra:

Proposición 1.1.2. Sea u 2 BV [a, b] una función absolutamente continua, entonces
V1(u; [a, b]) =

´ b
a
|u0

(t)| dt.

Otra manera de calcular la variación, para el caso de funciones continuas es utilizando la
función Indicatriz de Banach (Ver [27, 125]). Para una función continua u : [a, b] ! R,
se define la Indicatriz de Banach N : [minu , máx u] ! [0,1), como N (y) igual a
número de raíces de la ecuación u(x) = y, es decir N (y) es el número de valores
x 2 [a, b] que verifican la relación u(x) = y.

En [27] también se puede ver VIII-5 teorema 3 de [125] se demuestra el siguiente
teorema.
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Teorema 1.1.1. Si u 2 BV [a, b] \ C[a, b], entonces

V (u; [a, b]) =

ˆ máxu

minu

N (y) dy.

Además, C. Jordan en [84] da una caracterización de las funciones de variación acotada,
demostrando que toda función de variación acotada se puede escribir como diferencia
de dos funciones monótonas. Más precisamente, Jordan demuestra que:

Teorema 1.1.2. (Teorema de Representación de Jordan). Sea u 2 BV [a, b], entonces
u se puede escribir como diferencia de funciones monótonas. Una de esas descomposi-
ciones es u = u1 � u2, donde u1(t) = V (u; [a, t]) y u2 = V (u; [a, t])� u.

Este resultado es de gran importancia, porque nos permite extrapolar propiedades de
las funciones monótonas (ver VII.1-2 de [125]) a las funciones de variación acotada,
como se muestra a continuación.

Proposición 1.1.3. Sea u 2 BV [a, b], entonces:

1. u tiene límites laterales.

2. u es acotada.

3. El conjunto de discontinuidades de u es numerable.

4. u posee derivada c.s. en [a, b].

5. u es Riemann integrable.

6. u tiene serie de Fourier convergente.

Otra forma de caracterizar estas funciones es el siguiente resultado demostrado por H.
Federer en [65] en 1969.

Teorema 1.1.3. (Teorema de Descomposición de Federer). u 2 BV [a, b] si y sólo si
u = g � m, donde m es monótona y g : m([a, b]) ! R es Lipschitz, con constante de
lipschitzidad menor o igual que 1.

Otro resultado de interés en relación a estas funciones es el conocido Principio de Helly
(ver VIII-4 de [125]), que nos permite determinar cuándo una sucesión de funciones
con variación acotada, poseen una subsucesión convergente.
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Teorema 1.1.4. Dada una familia F de funciones de R[a,b], tales que existe una cons-
tate K, verificando:

kuk1  K , V (u; [a, b])  K, u 2 F .

Entonces existe una sucesión {un}n�1 de la familia F que converge puntualmente a una
función de BV [a, b].

Hay otras maneras equivalentes de presentar el concepto de variación introducido por
Jordan, siguiendo las ideas desarrolladas por M. Schramm en [158].

En primer lugar denotemos por I(a, b) la clase de las sucesiones de intervalos cerrados
I = {Ik = [ak, bk]}k�1 contenidos en [a, b], tales que la intersección de dos de ellos es
vacía o un punto. Denotemos por IF (a, b) la clase de colecciones finitas de elementos de
I(a, b).

Además convenimos que si u : [a, b] ! R y I = [s, t] ⇢ [a, b], denotamos

u(I) := u(t)� u(s).

Definición 1.1.2. (Definición alternativa de Variación Acotada) Una función u :

[a, b] ! R tiene variación acotada en el intervalo [a, b] si:

sup
{Ik}k�12I(a,b)

X

k�1

|u(Ik)| < 1.

Si en la Definición 1.1.2 sólo consideramos el supremo de las sumas sobre colecciones
finitas de intervalos {Ik}mk=1 2 IF (a, b), entonces:

sup
{Ik}2IF (a,b)

X

k

|u(Ik)|  sup
{Ik}2I(a,b)

X

k

|u(Ik)| .

Y si {Ik}k�1 2 I(a, b), entonces:

X

k�1

|u(Ik)| = lı́m
m!1

m
X

k=1

|u(Ik)|  sup
{Ik}2I(a,b)

X

k

|u(Ik)| .

De esta manera tenemos que en la Definición 1.1.2 podemos considerar la suma sobre
sucesiones de intervalos de I(a, b) o de IF (a, b).
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Por otra parte si ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b es una partición del intervalo [a, b], entonces
considerando

Ik = [tk, tk+1], k = 1, . . . , n� 1,

tenemos que:

n�1
X

k=1

|u(tk+1)� u(tk)| =
n�1
X

k=1

|u(Ik)|  sup
{Ik}2IF (a,b)

X

k

|u(Ik)| .

Además si {Ik}nk=1 2 IF (a, b) y hacemos un reordenamiento de estos intervalos de la

forma

Jk = [sk, tk], k = 1, . . . , n,

y s1  t1  · · ·  sn  tn, obtenemos:

n
X

k=1

|u(Ik)| =
n
X

k=1

|u(Jk)| =
n
X

k=1

|u(tk)� u(sk)|  1(u; [a, b]).

En consecuencia la definición alternativa de variación es equivalente a la definición de
variación clásica dada por Camille Jordan en 1881.

1.2. Funciones con segunda variación acotada.

En 1908 de la Vallée Poussin introduce el concepto de segunda variación de una función
u : [a, b] ! R (ver [59]). La idea es definir la variación de Jordan de la “derivada de
una función en forma discreta”.

Para simplificar la notación, hacemos la siguiente convención. Si u : [a, b] ! R y
s, t 2 [a, b], s 6= t; definimos la diferencia dividida de orden 1, como

u[s, t] =
u(t)� u(s)

t� s
.

Es claro que u[s, t] = u[t, s].

Definición 1.2.1. (Segunda Variación acotada). Dadas u : [a, b] ! R y una partición
⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b], con al menos tres puntos, se definen:
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�2(u, ⇡) :=
n�2
X

j=1

�

�

�

�

u(tj+2)� u(tj+1)

tj+2 � tj+1
� u(tj+1)� u(tj)

tj+1 � tj

�

�

�

�

=

n�2
X

j=1

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|

y

V2(u; [a, b]) = sup
⇡2⇧b

a

�2(u, ⇡).

El número V2(u, [a, b]) es llamado variación en el sentido De la Vallée Poussin de u en
[a, b]. Si V2(u; [a, b]) < 1, decimos que la función u tiene segunda variación acotada o
finita en el intervalo [a, b] y las clase de tales funciones se denota por BV2[a, b] .

De la definición de diferencia dividida de orden 1, se obtienen que si u, v 2 R[a,b], ↵ 2 R,
s, t 2 [a, b], entonces:

(u+ v)[s, t] = u[s, t] + v[s, t] , (↵u)[s, t] = ↵ (u[s, t]) .

Estas relaciones y la definición de segunda variación acotada, garantizan que si u, v 2
R[a,b],↵ 2 R, entonces:

V2(u+ v; [a, b])  V2(u; [a, b] + V2(v; [a, b]) y V2(↵u; [a, b]) = |↵|V2(u; [a, b]).

Lo que permite afirmar que BV2[a, b] es un espacio vectorial.

En el lema 1.2 de [147] A. M. Russell demuestra que:

Proposición 1.2.1. u 2 BV2[a, b], entonces |u[s, t]| es acotado, s, t 2 [a, b], s 6= t.

Es decir BV2[a, b] ⇢ Lip[a, b] y en consecuencia toda función de BV2[a, b] es continua.
Además BV2[a, b] ⇢ BV [a, b].

Por otra parte, existen funciones con segunda variación acotada que no son derivables
en algún punto. Por ejemplo, si a < c < b y tomamos u : [a, b] ! R, definida por:
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u(t) :=

(

m1t+ d1 , a  t  c

m2t+ d2 , c  t  b
,

donde m1,m2, d1 y d2 son números tales que:

m1 6= m2 , c = � d2 � d1
m2 �m1

.

Entonces u es continua y no es derivable en t = c ya que u0
�(c) = m1 6= m2 = u0

+(c) y
V2(u; [a, b]) = |m2 �m1|.

Además, como consecuencia del teorema 1.1 de [147] obtenemos un teorema de repre-
sentación tipo Jordan, para las funciones de BV2[a, b]. Más precisamente, tenemos

Proposición 1.2.2. u 2 BV2[a, b], entonces u es la diferencia de dos funciones conve-
xas.

Intuitivamente esto era de esperarse, ya que si u es suficientemente suave, por ejemplo,
derivable y tiene segunda variación acotada, entonces la derivada de u tiene variación
acotada y por el teorema de descomposición de Jordan, la función derivada u0, se puede
escribir como diferencia de dos funciones monótonas crecientes. Al integrar nos queda
la descomposición de u como diferencia de funciones convexas.

Otro resultado interesante, que relaciona las funciones que tienen segunda variación
acotada con las funciones de variación acotada, fue dado por F. Riesz hace exactamente
un siglo en [137], donde demuestra que una función tiene segunda variación acotada si
y sólo si es la integral de una función de variación acotada. Más precisamente, Riesz
demostró el siguiente teorema:

Teorema 1.2.1. (Teorema de Representación de Riesz [137]) u 2 BV2[a, b] si y sólo si
existe v 2 BV [a, b], tal que

u(t) = v(a) +
´ t
a
v(s)ds.

Una generalización del concepto de segunda variación acotada fue estudiado por A. M.
Russell en [147] y F. N. Huggins en [81]. Ambos autores modifican el la primera suma
que aparece en la Definición 1.2.1 por:
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n�2
X

j=1

�

�

�

�

u(tj+2)� u(tj+1)

m(tj+2)�m(tj+1)
� u(tj+1)� u(tj)

m(tj+1)�m(tj)

�

�

�

�

,

donde m : [a, b] ! R, es una función estrictamente creciente.

En 1971, F. N. Huggins en [81] presenta una generalización del teorema de representa-
ción de Riesz.

También podemos hacer una generalización del concepto de segunda variación acotada
haciendo una pequeña modificación de la Definición 1.2.1.

Denotamos por ⇧

b
a,2 a la clase de todas la particiones del intervalo [a, b] de la forma:

(1.2.1) ⇡ : a  t1 < t2  t3 < t4  · · · < t2n  b.

Definición 1.2.2. (Segunda Variación Acotada. Definición Alternativa). Dada una
función u : [a, b] ! R y una partición ⇡ del tipo (1.2.1) del intervalo [a, b], con al menos
tres puntos, definimos:

b�2(u, ⇡) :=
n�1
X

j=1

�

�

�

�

u(t2(j+1))� u(t2j+1)

t2(j+1) � t2j+1
� u(t2j)� u(t2j�1)

t2j � t2j�1

�

�

�

�

=

n�1
X

j=1

�

�u[t2j+1, t2(j+1)]� u[t2j�1, t2j]
�

�

y

bV2(u; [a, b]) = sup
⇡2⇧b

a,2

b�2(u, ⇡).

Además se denota:

ˆBV 2[a, b] =
n

u 2 R[a,b]
:

bV2(u; [a, b]) < 1
o

.
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Usando la misma argumentación que en el caso BV2[a, b] se demuestra que ˆBV 2[a, b] es
un espacio vectorial.

La siguiente proposición garantiza que la segunda variación de una función no cambia
utilizado cualquiera de la dos definiciones que hemos dado, y por lo tanto los resultados
que hemos mencionado para la funciones del espacio BV2[a, b], también son valederos
para las funciones de ˆBV 2[a, b].

Teorema 1.2.2. Sea u : [a, b] ! R, entonces:

1. bV2(u; [a, b] = V2(u; [a, b]), u 2 R{a,b].

2. BV2[a, b] = ˆBV 2[a, b].

Demostración. 1. Sea u 2 ˆBV 2[a, b] y ⇡ 2 ⇧

b
a,1 De las definiciones de las sumas

tipo �(u, . ) y b�(u, . ) se observa que b�2(u, ⇡) = �2(u, ⇡) y así resulta que:

V2(u; [a, b])  ˆV2(u; [a, b]), u 2 R[a,b].

En consecuencia ˆBV 2[a, b] ⇢ BV2[a, b].

Por otra parte, consideremos u 2 BV2[a, b] y una partición ⇡ : a  t1 < t2  t3 < t4 
· · · < t2n  b del intervalo [a, b]. Denotemos por

� = {j = 1, . . . , n� 1 : t2j < t2j+1} ,

entonces si j 2 �, podemos escribir:

u[t2j+1, t2(j+1)]� u[t2j�1, t2j] = u[t2j, t2j+1]� u[t2j�1, t2j] + u[t2j+1, t2(j+1)]� u[t2j, t2j+1].

De esta manera

b�2(u, ⇡) =
n�1
X

j=1

�

�u[t2j+1, t2(j+1)]� u[t2j�1, t2j]
�

� 

X

j /2�

�

�u[t2j, t2(j+1)]� u[t2j�1, t2j]
�

�

+

+

X

j2�

�

|u[t2j, t2j+1]� u[t2j�1, t2j]|+
�

�u[t2j+1, t2(j+1)]� u[t2j, t2j+1]
�

�

�

= �2(u, ⇡).
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De donde resulta que bV2(u, [a, b])  V2(u, [a, b]) y por lo tanto ˆBV 2[a, b] ⇢ BV2[a, b].

Además el espacio BV2[a, b] tiene una estructura de álgebra de Banach (ver [11, 143])
con la norma k · kBV2

: BV2[a, b] ! [0,1), definida por:

kukBV2
:= |u(a)|+

�

�u0
+(a)

�

�

+ V2(u), u 2 BV2[a, b].

⇤

1.3. Funciones con k-variación acotada.

El concepto de k-variación acotada fue introducido en 1930 por T. Popoviciu en [132],
generalizando la noción de segunda variación acotada dada por De la Vallé Poussin
[59]. Antes de presentar algunos resultado relacionados con este nuevo concepto, con-
sideramos la definición de k-diferencia dividida.

Definición 1.3.1. (ver [38, 82]) Si u : [a, b] ! R y t1, . . . , tk+1 son puntos distintos de
[a, b], definimos las diferencias divididas de orden 0, 1 y k, respectivamente, como:

⇧ u[t1] = u(t1).

⇧u[t1, t2] := u(t2)�u(t1)
t2�t1

, t2 6= t1.

⇧ u[t1, . . . , tk, tk+1] :=
u[t2,...,tk+1]�u[t1,...,tk]

tk�t1
, tk 6= t1.

Algunas propiedades de las diferencias divididas se resumen en la siguiente proposición:

Proposición 1.3.1. (ver [38, 82]) Sean k 2 N, t1, . . . , tk+1, puntos distintos del inter-
valos [a, b], u, v : [a, b] ! R y ↵ 2 R, entonces:

1. u[t1, . . . , tk+1] =

k+1
P

j=1

u(tj)
k+1Q
i=1
i 6=j

(tj�ti)
.

2. El valor de u[t1, . . . , tk+1] es independiente del orden en que se tomen los puntos
t1, . . . , tk+1.

3. (u+ v)[t1, . . . , tk+1] = u[t1, . . . , tk+1] + v[t1, . . . , tk+1].

4. (↵u)[t1, . . . , tk+1] = ↵ u[t1, . . . , tk+1].
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5. Si u(t) = a0 + a1t+ . . .+ aktk , entonces

u[t1, . . . , tn+1] =

(

ak , n = k

0 , n > k.

6. Si u 2 Ck
[a, b], entonces:

u[t1, . . . , tk+1] =ˆ 1

0

ˆ
x1

0
. . .

ˆ
xk

0
u

(k) (x
k

(t
k+1 � t

k

) + . . .+ x1(t2 � t1) + t1) dxk

. . . dx1.

7. Si u 2 Ck
[a, b], entonces existe ⇠ en la cápsula convexa de los puntos t1, . . . , tk+1, tal

que:

(1.3.1) u[t1, . . . , tk+1] =
u(k)

(⇠)

k!
.

Observación 1.3.1. Tomando límite cuando ⇠ ! t en la ecuación (1.3.1), nos permite
definir la diferencia dividida de k + 1 puntos iguales. De forma precisa, tenemos que si
u 2 C(k)

[a, b], entonces:

u[t,k + 1 veces
| {z }

, t] =
u(k)

(t)

k!
, t 2 [a, b].

Por otra parte, dada u : [a, b] ! R, entonces:

1. Si u es derivable en t1 2 [a, b], entonces:

u0
[t1] = lím

h!0
u[t1, t1 + h] = u[t1, t1].

2. Si u es derivable en t1, t2 2 [a, b], entonces:

u0
[t1, t2] =

u0
[t2]� u0

[t1]

t2 � t1
=

u[t2, t2]� u[t1, t1]

t2 � t1
=

u[t2, t2]� u[t1, t2]

t2 � t1
+

u[t1, t2]� u[t1, t1]

t2 � t1
= u[t1, t2, t2] + u[t1, t1, t2].

En general tenemos la siguiente resultado.

Proposición 1.3.2. (teorema 7 de [148]) Sea u : [a, b] ! R. Si u es derivable en
t1, t2, . . . , tn 2 [a, b], entonces:
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u0
[t1, t2, . . . , tn] = u[t1, t1, t2, . . . , tn] + . . .+ u[t1, t2, . . . , tk�1, tn, tn].

Ahora presentamos la definición de k-variación, dada en 1930 por T. Popoviciu en [132]
y que en 1973, estudia A. M. Russell en [148].

Definición 1.3.2. (k-variación acotada). Sea k � 1 un entero. Dadas una partición
⇡ : a  t1 < · · · < tn  b con al menos k + 1 puntos y u : [a, b] ! R, se definen:

�k(u, ⇡) :=
n�k
X

j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]| =
n�k
X

j=1

(tj+k � tj) |u[tj, . . . , tj+k]|

y

Vk(u; [a, b]) = Vk(u) := sup
⇡2

Qb
a

�k(u, ⇡).

Si Vk(u; [a, b]) < 1 diremos que la función u tiene k-variación acotada o finita en el
intervalo [a, b]; y a la clase de tales funciones la denotamos por BVk[a, b].

De las propiedades de las diferencias dividida (ver Proposición 1.3.1) se tiene que:

Proposición 1.3.3. BVk[a, b] es un espacio vectorial, para cualquier entero k � 1.

Además de la definición de k-variación y de las propiedades de las diferencias dividida
(Proposición 1.3.1) de se desprende la siguiente proposición, que relaciona la k-variación
de una función en un intervalo con la k-variación en subintervalos.

Proposición 1.3.4. (ver [148]). Sean k � 1 un entero y u 2 BVk[a, b], entonces para
cada número t 2 (a, b), tenemos que u 2 BVk[a, t] \BVk[t, b] y

Vk(u; [a, b]) � Vk(u; [a, t]) + Vk(u; [t, b]).

Siendo cierta la igualdad para el caso k = 1.

Demostración. Sean u 2 BVk[a, b] y a < t < b. Como ⇧

t
a,1 ⇢ ⇧

b
a,1 y ⇧

a
t,1 ⇢ ⇧

b
a,1

de la definición de k-variación se obtiene que u 2 BVk[a, t] \BVk[t, b].



Cap. 1 Funciones con k-variación acotada. 34

Por otra parte, consideremos particiones

⇡1 : a  t1 < · · · < tn  t , ⇡2 : t  s1 < · · · < sm  b

de los intervalos [a, t] y [t, b], respectivamente. Entonces de la definición de las suma
tipo �(u, . ) y de k-variación, tenemos

�(u, ⇡1) + �(u, ⇡2)  �(u, ⇡1 [ ⇡2)  Vk(u; [a, b]).

Al tomar supremo sobre la familias ⇧

t
a,1 y ⇧

b
t,1 se obtiene la desigualdad buscada. ⇤

Observación 1.3.2. En [148] A. M. Russell demuestra que la igualdad es cierta si
existe la Riemann ⇤-derivada k-ésima definida por:

lı́m
hk!0

· · · lı́m
h1!0

u[t, x+ h1, . . . , x+ hk].

Procediendo como en el caso de segunda variación acotada podemos dar una defini-
ción alternativa de k-variación, la cual es introducida en [95]. Dado un número entero
positivo k, denotamos por

Qb
a,k las particiones del intervalo [a, b] de la forma:

(1.3.2) ⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tkn  b.

Definición 1.3.3. (k-variación. Definición Alternativa) Sean k un entero positivo,
u : [a, b] ! R y

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tkn  b

una partición del intervalo [a, b], con al menos 2k � 1 puntos. Se definen:

b�k(u, ⇡) = b�k(u) :=
n�1
X

j=1

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

y

bVk(u; [a, b]) = bVk(u) := sup
⇡2⇧b

a,k

b�k(u, ⇡),
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donde el supremo se toma sobre las particiones del intervalo [a, b], con al menos 2k� 1

puntos del tipo (1.3.2) .

De manera similar que en el caso de las funciones de k-variación acotada, tenemos que el
conjunto ˆBV k[a, b] de las funciones u : [a, b] ! R, tales que bVk(u; [a, b]) < 1, tiene una
estructura de espacio vectorial. Además de la Definición 1.3.3, se deduce la siguiente
proposición:

Proposición 1.3.5. Sean k � 1 un entero y u 2 ˆBVk[a, b], entonces para todo número
t 2 (a, b), tenemos que u 2 ˆBV k[a, t] \ ˆBV k[t, b] y

bVk(u; [a, b]) � bVk(u; [a, t]) + bVk(u; [t, b]).

Además si k = 1, se cumple la igualdad.

Demostración. Sean u 2 ˆBVk[a, b] y a < t < b. Como ⇧

t
a,k ⇢ ⇧

b
a,k y ⇧

a
t,k ⇢ ⇧

b
a,1,

de la definición alternativa de k-variación, se obtiene que u 2 ˆBV k[a, t] \ ˆBV k[t, b].

Ahora consideremos particiones ⇡1 2 ⇧

t
a,k,⇡2 2 ⇧

b
t,k. Entonces de la definición de las

sumas del tipo b�(u, . ) y de k-variación alternativa, tenemos

b�(u, ⇡1) + b�(u, ⇡2)  b�(u, ⇡1 [ ⇡2)  bVk(u; [a, b]).

Al tomar supremo sobre la familias ⇧

t
a,k y ⇧

b
t,k se concluye la relación buscada. ⇤

En el siguiente teorema presentamos las relaciones entre estos dos conceptos de k-
variación acotada.

Teorema 1.3.1. (ver [95]) Sea k � 1 un entero, entonces

bVk(u; [a, b])  Vk(u; [a, b])  3kbVk(u; [a, b]),

y por tanto BVk[a, b] = ˆBVk[a, b]. Además en los casos k = 1, 2, la desigualdades se
transforman en igualdades.

Demostración. Sea u 2 ˆBVk[a, b]. Si a  t1 < · · · < tk+1  b y consideremos
números b1, . . . bk, c1, . . . , ck, tales que:

t1 < b1 < · · · < bk  t2 , tk < c1 < · · · < ck  tk+1.
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Entonces:

|u[t2, . . . , tk+1]� u[t1, . . . , tk]| 

|u[t2, . . . , tk+1]� u[b1, . . . , bk|+ |u[b1, . . . , bk]� u[c1, . . . , ck|+ |u[c1, . . . , ck]� u[t1, . . . , tk]| 

3

bVk(u; [t1, tk+1]).

De esta manera tenemos que si ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b es una partición de [a, b], con
al menos k + 1 puntos, entonces:

�k(u, ⇡) =
n�k
X

j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]| 
n�k
X

j=1

3

bVk (u; [tj, tj+k]) .

Ahora agrupamos los miembros de la última suma en grupos de k sumandos, en el orden
que aparecen, hasta donde sea posible. A continuación hemos colocado esto sumandos en
una matriz. En la primera columna de la matriz ubicamos los primeros k sumandos (j =
1, . . . , k). En la segunda columna, el segundo grupo de k sumandos (j = k+1, . . . , 2k),
hasta que obtenemos la columna donde está el último sumando, que completamos con
ceros si es necesario, para culminar la última columna de matriz.

bVk (u; [t1, t1+k])
bVk(u; [t2+k, t2+2k) · · · .

...
...

...
...

. . . bVk(u; [tn�k, tn])

. . . 0

...
...

...
...

bVk (u; [t1+k, t1+2k])
bVk(u; [t2+k, t2+2k) · · · 0 .

Esta matriz tiene k filas y en cada fila las variaciones que aparecen son tomadas en
intervalos disjuntos. De esta manera al aplicar la Proposición 1.3.5 resulta que la suma
de las entradas de cada fila está acotada por ˆVk(u; [a, b]). Como tenemos k filas, resulta
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�k(u, ⇡)  3kbV (u; [a, b]).

Al tomar supremo de �k(u, ⇡) sobre ⇧

b
a,1 concluimos que:

Vk(u; [a, b])  3k ˆVk (u; [a, b]) ;

y en consecuencia u 2 BVk[a, b] . De esta manera se obtiene que ˆBV k[a, b] ⇢ BVk[a, b].

Por otra parte, si u 2 BVk[a, b] y

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tnk  b

es una partición del intervalo [a, b], entonces de la desigualdad triangular, resulta:

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

� 

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[tjk, tjk+1 . . . , tjk+k�1]
�

�

+

|u[tjk, tjk+1 . . . , tjk+k�1]� u[tjk�1, tjk, tjk+1, . . . , tjk+k�2]|+ . . .

. . .+
�

�u[t(j�1)k+2, tk(j�1)k+3 . . . , tjk,tjk+1]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

=

=

k�1
X

i=0

�

�u[tjk�i+1, . . . , t(j+1)k�i]� u[tjk�i, . . . , t(j+1)k�i�1

�

� .

De esta forma tenemos:

n�1
X

j=1

�

�u[tjk, . . . , t(j+1)k�1]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

� 

n�1
X

j=1

k�1
X

i=0

�

�u[t(j�1)k+i+1, . . . , t(j+1)k�i]� u[tjk�i, . . . , t(j+1)k�ii�1

�

�  Vk(u; [a, b]).
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Así obtenemos que ˆVk(u; [a, b])  Vk(u; [a, b]) y por lo tanto u 2 ˆBVk[a, b]. En conse-
cuencia BVk[a, b] ⇢ ˆBV k[a, b]. ⇤

De este resultado se obtiene que todas las propiedades que tiene el espacio BVk[a, b]

también las cumple el espacio ˆBVk[a, b]. En el siguiente teorema presentamos un resumen
de algunas de estas propiedades:

Teorema 1.3.2. (ver [148]) Sea k un entero positivo, entonces:

1. Si Vk(u, [a, b]) < 1, entonces u[t1, . . . , tk] es acotada, donde t1, . . . , tk 2 [a, b].

2. Bk+1[a, b] ⇢ BVk[a, b].
3. Si u 2 Bk[a, b], entonces

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

k = 1, existe u0 c.s en [a, b]

k = 2, si existe u0, u0 2 BV [a, b]

k � 3, existe u(r), r = 1, . . . , k � 2 y u(r) 2 BVk�r[a, b]

y existe u(k�1) c.s.en [a, b].

Además Russell en [149] demuestra que BVk[a, b], k 2 N, es un espacio de Banach con
la norma:

(1.3.3) kukk := |u(a)|+
�

�u0
+(a)

�

�

+ · · ·+
�

�

�

u(k�1)
+ (a)

�

�

�

+ Vk(u), u 2 BVk[a, b].

Del Teorema 1.3.1 se deduce que si en esta definición sustituimos Vk(u) por ˆVk(u) se
obtiene una norma equivalente.

Por otra parte, A. M. Russell en [148] generaliza el concepto de función convexa de la
manera siguiente:

Definición 1.3.4. Sea k � 0 un entero. Una función u : [a, b] ! R es k-convexa si
u[t1, . . . , tk+1] � 0, para cualesquiera k + 1 puntos distintos t1, . . . , tk+1 2 [a, b].

Para el caso k = 0 este concepto nos indica que u(t) � 0, t 2 [a, b]. Para k = 1 es la
definición de función creciente y para k = 2 es la clásica definición de función convexa.

En [148] generaliza el Teorema de descomposición de Jordan con el siguiente teorema.
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Teorema 1.3.3. (Generalización del Teorema de Descomposición de Jordan) Sea k � 1

un entero y u 2 BVk[a, b], entonces u se puede descomponer como diferencia de dos
funciones k-convexa.

Para concluir esta parte, recordemos que la Proposición 1.1.2 nos asegura que la varia-
ción de Jordan de una función u 2 AC[a, b] se calcula con la integral

ˆ b

a

|u0
(t)| dt.

Russell generaliza este resultado para funciones que tienen k-variación acotada. De
manera más precisa, se tiene:

Teorema 1.3.4. (ver [150]) Sean k � 1 un número entero y u 2 R[a,b], tal que u(k�1)

es absolutamente continua, entonces:

Vk(u; [a, t]) =
1

(k � 1)!

ˆ t

a

�

�u(k)
(s)

�

� ds, a  s  b.

Usando este teorema podemos calcular la k-variación de varias funciones. Por ejemplo:

1. Para u(t) = ↵tm,m 2 N, ↵ 2 R tenemos que:

Vk(u; [a, b]) =

8

>

>

<

>

>

:

0 , k > m

k |↵| (b� a) , k = m
m(m�1)...(m�k+1)

(k�1)! |↵|
�

bm�k � am�k
�

, 1  k < m.

2. Si u(t) = e↵t,↵ 2 R, entonces:

Vk(u; [a, b]) =
|↵|k

(k � 1)!

�

eb � ea
�

, k 2 N.

1.4. Algunos problemas para investigar.

Aquí presentamos algunos problemas para futuras investigaciones.

1. Generalizar el concepto de k-variación acotada, en cualquiera de sus dos formas,
para funciones u : E ! X, donde X es un espacio normado, en particular para
multifunciones.

2. Determinar cuáles de las propiedades del Teorema 1.3.2 son ciertas.
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3. Determinar si es posible demostrar un teorema de representación para estas nue-
vas funciones, tipo Jordan (Teorema 1.3.3), tipo Riesz a través de una integral
tipo Serpiński-Federer-Chistyakov, como composición de funciones.

4. Demostrar un teorema para el calculo de la k-variación, similar al Teorema 1.3.4.
5. Estudiar algunos problemas relacionados con el operador de composición, como

actuación, lipschitzidad local o global, acotación uniforme.



Capítulo 2

El concepto de (p, k)-variación acotada en el sentido de Riesz

Otra generalización del concepto de variación acotada, fue estudiado por el mayor de
los dos hermanos Riesz, quienes vivieron entre finales del siglo XIX y mediados del
XX. Ambos de origen húngaro y matemáticos. Frigyes Riesz introduce este concepto de
función de p-variación al final de la primera década del siglo XX en [136]; y caracteriza a
tales funciones con, el hoy conocido Lema de Riesz, donde se garantiza que una función
tiene p-variación acotada en el sentido de Riesz si es absolutamente continua y su
derivada está en Lp. Además presenta un relación que permite calcular la p-variación,
a través de una integral.

Posteriormente se hacen varias generalizaciones de este concepto, como mencionamos
en la introducción de este trabajo. Una de esas generalizaciones la hace el matemático
venezolano, N. Merentes al principio de la década de los noventa del siglo XX, en [113].

Merentes combina los conceptos de p-variación dado por Riesz en [136] y el de segunda
variación, introducido por De La Vallée Poussin en [59], dos años antes que la variación
de Riesz.

De esta manera Merentes introduce un nuevo concepto de variación de funciones, deno-
minado (p, 2)-variación en el sentido de Riesz. Además. N. Merentes en [115] generaliza
el lema de Riesz, demostrando que una función tiene (p, 2)-variación acotada en el sen-
tido de Riesz si su derivada es absolutamente continua y su segunda derivada está en
Lp. Presentando adicionalmente una forma de calcular la (p, 2)-variación, mediante una
integral.

En este capítulo, siguiendo las ideas de Merentes en [115], hacemos un aporte a este
tema, presentando una nueva generalización de la variación de funciones dada por Riesz,
combinando los conceptos de Riesz y el de k-variación acotada, introducido en 1930,
por el rumano T. Popoviciu (ver [132]) en su tesis doctoral. Esta noción de k-variación
de una función, es a su vez una generalización de la noción de segunda variación de De
La Vallée Poussin [59].

41
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Iniciamos, el capítulo, con una sección donde recopilamos los resultados más impor-
tantes de las funciones con p-variación acotada en el sentido de Riesz. En la siguiente
sección, hacemos lo propio con el concepto de (p, 2)-variación acotada en el sentido
de Riesz, para luego presentar una variante de la definición, que corresponde al con-
cepto estudiado por N. Merentes en [115]. Finalizamos demostrando, que a pesar de
que la (p, 2)-variación de una función puede variar, dependiendo de la definición que
se considere (ver Ejemplos 2.2.2y 2.2.3) los espacio de tales funciones son los mismos.
Concluimos, enunciando la generalización del lema de Riesz de Merentes y exponiendo
algunos resultados que se derivan de éste.

Proseguimos, generalizamos los conceptos de (p, 2)-variación, introduciendo dos no-
ciones de (p, k)-variación en el sentido de Riesz, donde k > 0 es un número entero;
demostrando las relaciones entre estos conceptos y exhibiendo una versión más general
del lema de Riesz, de Merentes y las consecuencias que se derivan del mismo, lo que
corresponde a unas de las partes más importante de este capítulo. Estos resultados,
están expuestos en un artículo aceptado para su publicación en colaboración con los
profesores Nelson Merentes y José Luís Sánchez (ver [119]).

Otro punto que aludimos al final del capítulo, se refiere a la verificación de la Condición
de Matkowski (ver [8, 118]) del espacio RV(p,k)[a, b] de las funciones con (p, k)-variación
acotada en el sentido de Riesz. Existen una variedad de espacios que verifican esta
condición, como se refleja en [89, 96, 99, 100, 101, 102, 103, 108, 109, 110, 114,
116, 117, 121, 140, 159, 161, 172].

Como aporte a este tema, sustituimos la condición de Lispchitzidad global del operador
de composición H, generado por una función h : [a, b]xR ! R, por una condición más
débil de acotación uniforme, obteniendo la misma conclusión de la Condición de Mat-
kowski. Más precisamente, si el operador de composición H, generado por una función
h : [a, b]xR ! R, transforma el espacio RV(p,k)[a, b] en sí mismo y es uniformemente
acotado, entonces la función generadora, tiene la forma:

h(t, x) = ↵(t)x+ �(t), t 2 [a, b],

donde ↵ y � son funciones de RV(p,k)[a, b].
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Los resultados obtenidos en esta última parte, están desarrollados en un artículo, que
se encuentra en proceso de arbitraje, y que fue elaborado con la colaboración de las
profesoras Francis Armao, Dorota Głazowska y Jéssica Rojas (ver [12]).

2.1. Funciones con p-variación acotada en el sentido de Riesz.

A continuación presentamos el concepto introducido por Riesz y algunas propiedades
de las funciones con este tipo de variación finita.

Definición 2.1.1. (p-variación de Riesz). Dados p � 1, u : [a, b] ! R y una partición
⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b], consideramos la expresión:

�R
(p,1)(u, ⇡) :=

n�1
X

j=1

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆p

|tj+1 � tj|

y se define:

V R
(p,1)(u; [a, b]) = V R

p (u) := sup
⇡2⇧b

a

�R
(p,1)(u, ⇡).

El número V R
(p,1)(u; [a, b]) se denomina variación en el sentido de Riesz de la función u

en el intervalo [a, b]. Si V R
(p,1)(u; [a, b]) < 1, decimos que la función u tiene p-variación

o (p, 1)-variación acotada o finita en el sentido de Riesz, en el intervalo [a, b] .

La clase de las funciones con p-variación acotada se denota por RV(p,1)[a, b] o simple-
mente RV [a, b].

Podemos observar que si tomamos p = 1, RV(p,1)[a, b] = BV [a, b] y por esta razón se
considera en general que p > 1.

El siguiente teorema garantiza que toda función Lipschitz tiene p-variación acotada y
estas a su vez tienen variación acotada.

Teorema 2.1.1. Sea p > 1, entonces:

1. Si u 2 Lip[a, b] entonces

V R
(p,1)(u; [a, b])  Kp

(b� a),

donde K es la constante de lipschitzidad asociada a u.
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2. Si u 2 RV(p,1)[a, b], entonces

a. V (u; [a, b])  b� a+ V R
(p,1)(u; [a, b]).

b. V (u; [a, b])  (b� a)1�1/p
⇣

V R
(p,1)(u; [a, b])

⌘1/p

.

3. Lip[a, b] ⇢ RV(p,1)[a, b] ⇢ BV [a, b].

Demostración. 1. Sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición del intervalo [a, b].

Si u 2 Lip[a, b], entonces existe una constante K > 0, tal que:

|u(t)� u(s)|  K |s� t| , s, t 2 [a, b].

Entonces:

�R
(p,1)(u, ⇡) :=

n�1
X

j=1

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆p

|tj+1 � tj| 

n�1
X

j=1

Kp |tj+1 � tj|  Kp
(b� a).

De donde resulta V R
(p,1)(u; [a, b])  Kp

(b� a).

2a. Si u 2 RV(p,1)[a, b] y denotamos por:

� =

⇢

j = 1, . . . , n� 1 :

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

 1

�

,

entonces:
n�1
X

j=1

|u(tj+1)� u(tj)| =
n�1
X

j=1

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

|tj+1 � tj| 

X

j2�

|tj+1 � tj|+
X

j /2�

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆p

|tj+1 � tj| 

b� a+ V R
(p,1)(u; [a, b]).

En conclusión V (u; [a, b])  b� a+ V R
(p,1)(u; [a, b]).

2.b Usando la desigualdad de Hölder, con q = p
p�1 , tenemos:

n�1
X

j=1

|u(tj+1)� u(tj)| =
n�1
X

j=1

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|1�1/p

|tj+1 � tj|1�1/p 
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n�1
X

j=1

|u(tj+1)� u(tj)|p

|tj+1 � tj|p�1

!1/p n�1
X

j=1

|tj+1 � tj|
!1�1/p

.

Al tomar supremo se concluye que

V (u)  (b� a)1�1/p
�

V R
(p,1)(u; [a, b])

�1/p
.

3. es consecuencia de 1. 2.a. o 1.2.b. ⇤

De la segunda inclusión de la parte 3. de la proposición que acabamos de demostrar se
infiere que las funciones que tiene (p, 1)-variación acotada tienen las mismas propiedades
que las funciones de variación acotada (ver sección 1.1 del capítulo).

En la siguiente proposición demostramos que la clase RV(p,1)[a, b], tiene una estructura
de álgebra.

Proposición 2.1.1. Sean p > 1, u, v 2 R[a,b],↵ 2 R, entonces:

1.
⇣

V R
(p,1)(u+ v)

⌘1/p


⇣

V R
(p,1)(u)

⌘1/p

+

⇣

V R
(p,1)(u)

⌘1/p

.

2. V R
(p,1)(↵u) = |↵|p V R

(p,1)(u).

3.
⇣

V R
(p,1)(uv)

⌘1/p

 kvk1
⇣

V R
(p,1)(u)

⌘1/p

+ kuk1
⇣

V R
(p,1)(v)

⌘1/p

.

4. RV(p,1)[a, b] es un álgebra.

Demostración. Las partes 1. y 3. son consecuencia de la definición de (p, 1)-
variación y de la desigualdad de Minkowski. Mientras que 2. se desprende directamente
de la definición. Para los detalles ver [18]. La parte 4. se desprende de 1., 2. y 3. ⇤

De las relaciones 1. y 2. de la Proposición 2.1.1 se deduce que el espacio RV(p,1)[a, b]
tiene una estructura de espacio normado con la norma (ver detalles en [18]).

kukR(p,1) := |u(a)|+
�

V R
(p,1)(u; [a, b])

�1/p
, u 2 RV(p,1)[a, b].

En el siguiente lema presentamos algunas propiedades relacionadas con la convergencia
de esta norma.
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Lema 2.1.1. Sean p > 1 y u : [a, b] ! R, entonces:

1. kukR(p,1) < " implica kuk1 <
�

(b� a)1�1/p
+ 1

�

".

2. Si {un}n�1 es una sucesión de Cauchy en la norma k . kR(p,1), entonces también es una
sucesión de Cauchy con la norma k . k1 .

3. Si {un}n�1

k.kR(p,1)
�������! u , entonces {un}n�1

k.k1�����! u.

Demostración. 1. es consecuencia de la definición de la norma k · kR(p,1). Las partes
2. y 3. se deducen de 1. ⇤

Como consecuencia de este lema se puede demostrar la siguiente proposición cuya de-
mostración en detalle se puede revisar en [18]

Proposición 2.1.2. El espacio RV(p,1)[a, b] es un espacio de Banach.

En 1987, los polacos L. Maligranda y W. Orlicz en [97] dan condiciones para que un
espacio de Banach de funciones acotadas sea un álgebra de Banach. El enunciado de
este resultado lo exponemos a continuación.

Lema 2.1.2. (Maligranda-Orlicz [97]). Sea (X, k · k) un espacio de Banach de funciones
acotadas u 2 R[a,b], tales que:

(2.1.1) kuvk  kuk1 kvk+ kuk kvk1 , u, v 2 X.

Entonces X es un álgebra de Banach con la norma k · k1 + k · k. Si además
kunk1 ! 0, cuando kunk ! 0, las normas k . k y k · k1 + k · k son equivalentes. Si
existe c > 0, tal que kuk1  c kuk , u 2 X, con la norma 2c k · k es también un álgebra
de Banach.

Usando el lema anterior podemos demostrar la siguiente proposición.

Proposición 2.1.3. Sea p > 1, entonces el espacio
⇣

RV(p,1)[a, b], k · kR(p,1)
⌘

es un álgebra
de Banach.

Demostración. Como consecuencia de la desigualdad 3. de la Proposición 2.1.1
se deduce que la norma k · kR(p,1) verifica la desigualdad (2.1.1) del Lema 2.1.2 y así se
cumplen las condiciones del lema de Maligranda-Orlicz. ⇤
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En el año 1910 F. Riesz en [136], presenta una caracterización de las funciones que tie-
nen (p, 1)-variación acotada, demostrando el siguiente lema, que es de vital importancia
en el estudio de estas funciones.
Lema 2.1.3. (Lema de Riesz [136]) Sean p > 1, u 2 RV(p,1)[a, b] si y sólo si u 2 AC[a, b]

y u0 2 Lp[a, b] y además

V R
(p,1)(u; [a, b]) =

ˆ b

a

|u0
(t)|p dt.

Este lema presenta una caracterización de las funciones de (p, 1)-variación acotada y da
una manera de calcular la (p, 1)-variación de una función. Además permite reescribir la
norma k · kR(p,1) , como sigue:

kukR(p,1) := |u(a)|+
✓ˆ b

a

|u0
(t)|p

◆1/p

, u 2 RV(p,1)[a, b].

Una demostración detallada del lema de Riesz puede verse en [138].

Por otra parte, como
Lp[a, b] ⇢ Lq[a, b], p > q > 1,

del lema de Riesz tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. Sea p > q > 1, entonces:

RV(p,1)[a, b] ⇢ RV(q,1)[a, b] ⇢ AC[a, b].

2.2. Funciones de (p, 2)-variación acotada en el sentido de Riesz.

Otra manera de generalizar el concepto de (p, 1)-variación de Riesz es de la siguiente
forma:

Definición 2.2.1. ((p,2)-variación de Riesz ). Dados p � 1, u : [a, b] ! R y una
partición ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b], con al menos tres puntos, se
definen:

(2.2.1) �R
(p,2)(u, ⇡) :=

n�2
X

j=1

✓

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

◆p

|tj+2 � tj|
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y

V R
(p,2)(u; [a, b]) := sup

⇡2⇧b
a

�R
(p,2)(u, ⇡).

El número V R
(p,2)(u; [a, b]) se denomina (p,2)-variación en el sentido de Riesz de la fun-

ción u en el intervalo [a, b]. Si V R
(p,2)(u; [a, b]) < 1, decimos que la función u tiene

(p,2)-variación acotada o finita en el sentido de Riesz, en el intervalo [a, b] .

La clase de las funciones u : [a, b] ! R, tales que V R
(p,2)(u; [a, b]) < 1 se denota por

RV(p,2)[a, b] .

Ejemplo 2.2.1. Supongamos que la función u : [a, b] ! R es una función afín. Es decir,
existen números ↵, � 2 R, tales que u(t) = ↵t+ �, t 2 [a, b]. Entonces

u[s, t] = ↵, s, t 2 [a, b].

De esta manera V R
(p,2)(u; [a, b]) = 0 y así RV(p,2)[a, b] no es vacío.

Ejemplo 2.2.2. Si u es una parábola, existen ↵, �, � 2 R, tales que

u(t) = ↵t2 + �t+ �, t 2 [a, b].

Entonces de las propiedades de las diferencias divididas (ver Proposición 1.3.1), si t1 <
t2 < t3

u[t2, t3]� u[t1, t2]

t3 � t1
= u[t1, t2, t3] = ↵.

Así resulta, que para una partición ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b],

�R
(p,2)(u, ⇡) =

|↵|p
n�2
X

j=1

(tj+2 � tj) = ↵p
[(t2 � t1) + 2(tn�1 � t2) + (tn � tn�1)] .

Considerando particiones con |t2 � t1| y |tn � tn�1| suficientemente pequeño, al tomar
supremo, resulta: V R

(p,2)(u; [a, b]) = 2(b� a) |↵|p .

En el siguiente teorema se demuestra que toda función que tiene (p, 2)-variación acotada
tiene segunda variación acotada.

Teorema 2.2.1. Sea p > 1, entonces:

1. V2(u)  2(b� a) + V R
(p,2)(u), u 2 R[a,b].
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2. V2(u)  (b� a)1�1/p
⇣

V R
(p,2)(u)

⌘1/p

, u2 R[a,b].

3. RV(p,2)[a, b] ⇢ BV2[a, b] y por lo tanto RV(p,2)[a, b] ⇢ Lip[a, b].

Demostración. 1. Sean u 2 RV(p,2)[a, b] y ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición
del intervalo [a, b]. Denotemos por

� =

⇢

j = 1, . . . , n� 1 :

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

 1

�

.

Entonces:

�2(u, ⇡) =
n�2
X

j=1

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]| =
n�2
X

j=1

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

|tj+2 � tj| =

X

j2�

|tj+2 � tj|+
X

j /2�

✓

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

◆p

|tj+2 � tj| 

X

j2�

|tj+2 � tj+1|+
X

j2�

|tj+1 � tj|+ V R
(p,2)(u)  2(b� a) + V R

(p,2)(u).

Para la demostración de la parte 2. se procede de manera similar al Lema 2.1 de [115]
o a 2. de la Proposición 2.1.1, usando la desigualdad de Hölder.

Igualmente, la parte 3. es consecuencia inmediata de 1. o 2. y del hecho que BV2[a, b] ⇢
Lip[a, b] (Proposición 1.2.1). ⇤

Corolario 2.2.1. Sea p > 1, entonces RV(p,2)[a, b] ⇢ RV(p,1)[a, b].

Demostración. Sea u 2 RV(p,2)[a, b]. Por el Teorema 2.2.1 u 2 BV2[a, b], entonces
existe una constante K, tal que |u[s, t]|  K, s, t 2 [a, b] (ver (1.2.1) ).

Sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b, entonces:

�R
(p,1)(u, ⇡)  Kp

n�1
X

j=1

|tj+1 � tj|  Kp
(b� a).

Y así u 2 RV(p,1)[a, b]. ⇤
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En el siguiente teorema demostramos que RV(p,2)[a, b] es un espacio vectorial.

Teorema 2.2.2. Sean p > 1, u, v 2 RV(p,2)[a, b], ↵ 2 R, entonces:

1.
⇣

V R
(p,2)(u+ v)

⌘1/p


⇣

V R
(p,2)(u)

⌘1/p

+

⇣

V R
(p,2)(v)

⌘1/p

.

2. V R
(p,2)(↵u) = |↵|p V R

(p,2)(u).

3. RV(p,2)[a, b] es un espacio vectorial.

Demostración. 1. Sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición del intervalo [a, b],
con al menos tres puntos.

Por propiedades de las diferencias divididas y la desigualdad de Minkowski, tenemos
que:

�

�R
(p,2)(u+ v, ⇡)

�1/p
=

 

n�2
X

j=1

 

|(u+ v)[tj+1, tj+2]� (u+ v)[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

p�1
p

!p!1/p



 

n�2
X

j=1

 

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

p�1
p

+

|v[tj+1, tj+2]� v[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

p�1
p

!p!1/p



 

n�2
X

j=1

 

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

p�1
p

!p!1/p

+

 

n�2
X

j=1

 

|v[tj+1, tj+2]� v[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

p�1
p

!p!1/p

.

De esta manera tenemos que:
�

�(p,2)(u+ v, ⇡)
�1/p 

�

�(p,2)(u, ⇡)
�1/p

+ �(p,2)(v, ⇡)
1/p.

Al tomar supremos resulta:

(2.2.2)
�

V R
(p,2)(u+ v; [a, b])

�1/p 
�

V R
(p,2)(u; [a, b]

�1/p
+

�

V R
(p,2)(v; [a, b])

�1/p
.

De la ecuación (2.2.1) y de la Definición 2.2.1 se tiene que:

�R
(p,2)(↵u, ⇡) = |↵|p �R

(p,2)(u, ⇡)

y por lo tanto

(2.2.3) V R
(p,2)(↵u; [a, b]) = |↵|p V R

(p,2)(u; [a, b]).
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La demostración de la parte 3. es consecuencia de 1. y 2. ⇤

Proposición 2.2.1. Sean p> q > 1 y k > 0, entonces RV(p,2)[a, b] ⇢ RV(q,2)[a, b]. Más
aún, si u 2 RV(p,2)[a, b], entonces:

V R
(q,2)(u)  2(b� a) + V R

(p,2)(u).

Demostración. Sean u 2 RV(p,2)[a, b] y ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición
del intervalo [a, b]. Denotemos por:

� = {j = 1, . . . , n� 2 : |u[tj, tj+1, tj+2]|q  1} ,

entonces

�R
(q,2)(u, ⇡) =

n�2
X

j=1

|u[tj, tj+1, tj+2]|q |tj+2 � tj| 

n�2
X

j=1
j2�

|tj+2 � tj|+
n�2
X

j=1

j /2�

|u[tj, tj+1, tj+2]|p |tj+2 � tj| 

2(b� a) + V(p,2)(u; [a, b]).

Por lo tanto V R
(q,2)(u)  2(b� a) + V R

(p,2)(u) y así u 2 RV(q,2)[a, b]. ⇤

En 1992, N. Merentes ([115] ) generaliza el concepto de (p, 1)-variación, usando la ideas
sobre la noción de segunda variación acotada introducida por De la Vallée Poussin en
[59], como describimos a continuación.

Definición 2.2.2. ((p,2)-variación de Riesz. Definición Alternativa). Dados p > 1,

u : [a, b] ! R y una partición ⇡ 2 ⇧

b
a,2 :

⇡ : a  t1 < t2  t3 < t4  t5 < · · · < t2n  b,

con al menos tres puntos, se definen:
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b�R
(p,2)(u, [a, b]) :=

n�1
X

j=1

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|

◆p

|t2j+2 � t2j�1|

y

bV R
(p,2)(u, [a, b]) = sup

⇡2⇧b
a,2

b�R
(p,2)(u, ⇡).

La clase de las funciones u : [a, b] ! R, tales que bV R
(p,2)(u; [a, b]) < 1 se denota por

ˆRV (p,2)[a, b] .

Ejemplo 2.2.3. De manera similar al ejemplo 2.2.1 si u es una función afín, entonces
bV R
(p,2)(u; [a, b]) = 0 y así ˆRV (p,2)[a, b] no es vacío.

Ejemplo 2.2.4. Si u es una parábola (u(t) = ↵t2 + �t + �, t 2 [a, b]). Entonces, para
a  r < s  b, tenemos:

u[r, s] = ↵(r + s) + �.

De esta manera resulta que si a  t1 < t2  t3 < t4  b, entonces:
�

�

�

�

u[t3, t4]� u[t1, t2]

t4 � t1

�

�

�

�

p

= |↵|p
✓

1 +

t3 � t2
t4 � t1

◆p

.

Así resulta, que para una partición ⇡ : a  t1 < t2  t3 < t4  t5 < · · · < t2n  b, de la
familia ⇧

b
a,2 ,

b�R
(p,2)(u, ⇡) = |↵|p

n�2
X

j=1

✓

1 +

t2j+1 � t2j
t2j+2 � t2j�1

◆p

(t2j+2 � t2j�1).

Esta suma tomar su mayor valor, cuando t2j+1�t2j
t2j+2�t2j�1

= 1, j = 1, . . . , n�2; lo que se logra
tomando límite, de la suma anterior cuando t2j+1 " t2j+2 y t2j # t2j�1, j = 1, . . . , n� 2.
De esta manera considerando sup

⇡2⇧b
a,2

b�R
(p,2)(u, ⇡), resulta:

bV R
(p,2)(u; [a, b]) = 2

p
(b� a) |↵|p .

Comparando con el resultado obtenido en el ejemplo 2.2.2, podemos observar que para
esta función u: V R

(p,2)(u) <
bV R
(p,2)(u).

Siguiendo las ideas desarrolladas para el caso de la (p, 2)-variación, podemos demostrar
el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.3. (Propiedades de la variación bV R
(p,2)( · )y de ˆRV (p,2)[a, b] ) Sea p > 1,

entonces:

1. Si u, v 2 ˆRV (p,2)[a, b], ↵ 2 R, entonces:

a.
⇣

bV R
(p,2)(u+ v)

⌘1/p


⇣

bV R
(p,2)(u)

⌘1/p

+

⇣

bV R
(p,2)(v)

⌘1/p

.

b. bV R
(p,2)(↵u) = |↵|p bV R

(p,2)(u).

2. ˆRV (p,2)[a, b] es un espacio vectorial.

3. bV2(u)  2(b� a) + bV R
(p,2)(u).

4.bV2(u)  (b� a)1�1/p
⇣

bV R
(p,2)(u)

⌘1/p

.

5. ˆRV (p,2)[a, b] ⇢ ˆBV 2[a, b] y por lo tanto ˆRV (p,2)[a, b] ⇢ Lip[a, b].

6. ˆRV (p,2)[a, b] ⇢ ˆRV (p,1)[a, b].

Demostración. Para la parte 1. se procede en forma similar a 1. del Teorema
2.2.2. La parte 2. es consecuencia de las relaciones de la parte 1. Para la demostración
de las relaciones 3. y 4. se procede como en 1. y 2. del Teorema 2.2.1.

La inclusión 5. es consecuencia inmediata de 3. o 4. y del hecho que

ˆBV 2[a, b] = BV2[a, b] ⇢ Lip[a, b].

Para la parte 6. se procede de manera similar al Corolario 2.2.1 . ⇤

Observación 2.2.1. Anteriormente, en los Ejemplos 2.2.2 y 2.2.4 verificamos que para
u 2 R[a,b], definida por u(t) = t2, t 2 [a, b], se tiene que V R

(p,2)(u) = 2(b�a), mientras que
bV R
(p,2)(u) = 2

p
(b�a). De esta manera tenemos que en general V R

(p,2)(u) 6= bV R
(p,2)(u). Sin em-

bargo, en el siguiente teorema demostramos que los espacios RV(p,2)[a, b] y ˆRV (p,2)[a, b]

son iguales.

Teorema 2.2.4. Sea p > 1, entonces:

1. Si bV R
(p,2)(u; [a, b]) < 1, entonces V R

(p,2)(u; [a, b])  2 . 3bV(p,2) (u; [a, b]) .

2. Si V R
(p,2)(u; [a, b]) < 1, entonces bV R

(p,2)(u; [a, b])  2

pV R
(p,2)(u; [a, b]).
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3. ˆRV (p,2)[a, b] = RV(p,2)[a, b].

Demostración. Sea u : [a, b] ! R, tal que bV R
(p,2)(u; [a, b]) < 1 y consideremos tres

puntos t1, t2, t3, tales que a  t1 < t2 < t3  b. Ahora escojamos números a1, a2, b1, b2,

tales que:

t1 < a1 < a2  t2 < b1 < b2  t3.

Entonces:

✓

|u[t2, t3]� u[t1, t2]|
|t3 � t1|

◆p

|t3 � t1| =
 

|u[t2, t3]� u[t1, t2]|
|t3 � t1|1�1/p

!p

.

Utilizando la desigualdad triangular resulta:

|u[t2, t3]� u[t1, t2]|
|t3 � t1|1�1/p



|u[t2, t3]� u[a1, a2]|
|t3 � a1|1�1/p

+

|u[a1, a2]� u[b1, b2]|
|b2 � a1|1�1/p

+

|u[b1, b2]� u[t1, t2]|
|b2 � t1|1�1/p

.

Al usar la desigualdad de Hölder, con q = p
p�1 , obtenemos:

 

|u[t2, t3]� u[t1, t2]|
|t3 � t1|1�1/p

!p



3p�1

" 

|u[t2, t3]� u[a1, a2]|
|t3 � a1|1�1/p

!

p

+

 

|u[a1, a2]� u[b1, b2]|
|b2 � a1|1�1/p

!

p

+

 

|u[b1, b2]� u[t1, t2]|
|b2 � t1|1�1/p

!

p

#

=

3

p�1

✓

|u[t2, t3]� u[a1, a2]|
|t3 � a1|

◆p

|t3 � a1|+
✓

|u[a1, a2]� u[b1, b2]|
|bk � a1|

◆p

|b2 � a1|+

✓

|u[b1, b2]� u[t1, t2]|
|b2 � t1|

◆p

|b2 � t1|
�

 3

p�1
bV R
(p,2)(u; [t1, t3]).



Cap. 2 Funciones de (p, 2)-variación acotada en el sentido de Riesz. 55

De esta manera tenemos que si ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b es una partición del intervalo
[a, b] y procedemos de forma similar a la demostración del Teorema 1.3.1, concluimos
que:

n�2
X

j=1

✓

|u[tj+1,tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

◆p

|tj+2 � tj|  2 . 3bV R
(p,2)(u; [a, b]).

Así resulta que:

V R
(p,2)(u; [a, b])  2 . 3bV R

(p,2) (u; [a, b]) .

Por lo tanto ˆRV (p,2)[a, b] ⇢ RV(p,2[a, b].

Por otra parte, supongamos que V R
(p,2)(u; [a, b]) < 1 y consideremos una partición del

intervalo [a, b],

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tnk  b.

De la desigualdad triangular, resulta que para cada j = 1, . . . n� 1,

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|

◆p



✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j, t2j+1]|
|t2j+2 � t2j|

|t2j+2 � t2j|
|t2j+2 � t2j�1|

|u[t2j, t2j+1]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+1 � t2j�1|

|t2j+1 � t2j�1|
|t2j+2 � t2j�1|

◆p

.

Usando la desigualdad de Hölder, con q = p
p�1 y que

|t2j+2 � t2j|
|t2j+2 � t2j�1|

 1 y
|t2j+1 � t2j�1|
|t2j+2 � t2j�1|

 1, j = 1, . . . , n� 1,

se tiene:

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|

◆p



2

p�1

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j, t2j+1]|
|t2j+2 � t2j|

|t2j+2 � t2j|
|t2j+2 � t2j�1|

◆p

+
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✓

|u[t2j, t2j+1]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+1 � t2j�1|

|t2j+1 � t2j�1|
|t2j+2 � t2j�1|

◆p�



2

p�1

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j, t2j+1]|
|t2j+2 � t2j|

◆p |t2j+2 � t2j|
|t2j+2 � t2j�1|

+

✓

|u[t2j, t2j+1]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+1 � t2j�1|

◆p |t2j+1 � t2j�1|
|t2j+2 � t2j�1|

�

,

j = 1, . . . , n� 1.

De esta manera resulta

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|

◆p

|t2j+2 � t2j�1| 

2

p�1

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j, t2j+1]|
|t2j+2 � t2j|

◆p

|t2j+2 � t2j|+

✓

|u[t2j, t2j+1]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+1 � t2j�1|

◆p

|t2j+1 � t2j�1|
�



2

p�1V R
(p,2)(u; [t2j�1, t2j+2],

j = 1, . . . , n� 1.

Por lo tanto:

b�R
(p,2)(u, ⇡) := 2

p�1
n�1
X

j=1

V R
(p,2)(u; [t2j�1, t2j+2]  2

pV R
(p,2)(u; [a, b])

y

bV R
(p,2)(u; [a, b])  2

pV R
(p,2)(u; [a, b]).

De la re1aciones 1. y 2. se concluye que RV(p,k)[a, b] = ˆRV (p,k)[a, b]. ⇤
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En 1992, N. Merentes (ver [115]) generaliza el Lema de Riesz para el espacio ˆRV (p,2)[a, b],

como se muestra en el siguiente lema:

Lema 2.2.1. (Generalización lema de Riesz caso ˆRV (p,2)[a, b]) Sea p > 1. Entonces
u 2 ˆRV (p,2)[a, b] si sólo si u0 2 AC[a, b] y u00 2 Lp[a, b] y ademas:

ˆV R
(p,2)(u; [a, b]) =

ˆ b

a

|u00
(t)|p dt.

De este lema, obtenemos los siguientes corolarios.

Corolario 2.2.2. Sea p > 1, entonces u 2 ˆRV (p,2)[a, b] si y sólo si u0 2 ˆRV (p,1)[a, b].
Además ˆV R

(p,2)(u) =
ˆV R
(p,1)(u

0
).

Corolario 2.2.3. Sean q > p > 1, entonces ˆRV (q,2)[a, b] ⇢ ˆRV (p,2)[a, b].

Corolario 2.2.4. Sea p > 1, entonces ˆRV (p,2)[a, b] es un álgebra.

Demostración. Sean u, v 2 ˆRV (p,2)[a, b]. Del corolario anterior se obtiene la in-
clusión ˆRV (p,2)[a, b] ⇢ ˆRV (p,1)[a, b]. Como ˆRV (p,1)[a, b] es un álgebra y

(uv)0 = u0v + v0u,

y u0, v, v0, u 2 RV(p,1)[a, b], del lema de Riesz se obtiene la tesis. ⇤

Consideremos la función k · kR(p,2) : ˆRV (p,2)[a, b] ! R, definida por:

kukR(p,2) := |u(a)|+ ku0kR(p,1)

o equivalentemente (usando la generalización del lema de Riesz que acabamos de enun-
ciar)

kukR(p,2) = |u(a)|+|u0
(a)|+

⇣

bV R
(p,2)(u)

⌘1/p

o kukR(p,2) = |u(a)|+|u0
(a)|+

✓ˆ b

a

|u00
(t)|p dt

◆1/p

.

Corolario 2.2.5. Sea p > 1, entonces
⇣

ˆRV (p,2)[a, b], k · kR(p,2)
⌘

es un espacio de Ba-
nach.

Demostración. El hecho que k · kR(p,2) es una norma sobre ˆRV (p,2)[a, b] es conse-
cuencia de que k · kR(p,1) es una norma sobre RV(p,1)[a, b].



Cap. 2 Funciones de (p,k)-variación acotada en el sentido de Riesz. 58

Por otra parte, sea {un}n�1 una sucesión de Cauchy en
⇣

ˆRV (p,2)[a, b], k · kR(p,2)
⌘

, entonces

de la definición de k · kR(p,2) tenemos que {un(a)}n�1 es una sucesión de Cauchy en R y

{u0
n}n�1 es una sucesiones de Cauchy en

⇣

RV(p,1)[a, b], k · kR(p,1)
⌘

. De esta manera, existen

u0 2 R y u 2 RV(p,1)[a, b] tal que {un(a)}n�1 converge a u0 y u0
n

k · kR(p,1)
�����!u.

Si consideramos u : [a, b] ! R, definida por u(t) = u0 +
´ t
a
u(x)dx, entonces:

a. u 2 ˆRV (p,2)[a, b], ya que u0
= u 2 RV(p,1)[a, b].

b. Como kun � ukR(p,2) = |un(a)� u0|+kun � ukR(p,2) , n � 1, se tiene que un

k · kR(p,2)
�����!u. ⇤

2.3. Funciones de (p,k)-variación acotada en el sentido de Riesz.

Ahora generalizamos la noción de (p,2)-variación acotada introduciendo un nuevo con-
cepto denominado (p, k)-variación. Los resultados de esta sección están expuesto en un
artículo escrito con la colaboración de los profesores N. Merentes y J. L. Sánchez; y
serán publicados próximamente en Journal of Function Spaces and Applications [119].

Definición 2.3.1. Sean p > 1, k > 0 un número entero y u : [a, b] ! R. Dada una
partición ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b], con al menos k + 1 puntos;
definimos:

(2.3.1) �R
(p,k)(u, ⇡) :=

n�k
X

j=1

✓

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]|
|tj+k � tj|

◆p

|tj+k � tj| .

y

V R
(p,k)(u; [a, b]) = V R

(p,k)(u) := sup
⇡
�R
(p,k)(u, ⇡),

donde el supremo se toma sobre todas las particiones ⇡ del intervalo [a, b], con al menos
k + 1 puntos. Si V R

(p,k)(u; [a, b]) < 1 diremos que la función u tiene (p, k)-variación
acotada o finita en el intervalo [a, b] y la clase de tales funciones la denotamos por
RV (p,k)[a, b] .

Observación 2.3.1. Si k = 1, ésta definición es la clásica definición de p-variación en
el sentido de Riesz, considerada por F. Riesz en 1910 [136]. Si k = 2, este concepto es
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la noción de (p, 2)-variación tratada en la sección anterior, introducida por N. Merentes
en 1992 [115].

Observación 2.3.2. Como

u[tj, tj+1, . . . , tj+k] =
u[tj+1, tj+2, . . . , tj+k]� u[tj, tj+1, . . . , tj+k�1]

tj+k � tj
,

entonces la suma (2.3.1) de la Definición 2.3.1 la podemos escribir de la forma:
n�k
X

j=1

(|u[tj, tj+1, . . . , tj+k]|)p |tj+k � tj| .

Observación 2.3.3. Por otra parte de las propiedades de k diferencias divididas (ver
(1.3.1)) resulta que si u es un polinomio de grado n (p(t) = antn + an�1tn�1

+ . . . a0),
entonces:

�(p,k)(p) =

8

>

<

>

:

0, n < k

|an|p
n�k
P

j=1
(tj+k � tj), n = k.

Como cada sumando tj+k � tk, j = 1, . . . , n � k de la suma
n�k
P

(

j=1
tj+k � tj) lo podemos

descomponer como suma de k factores

tj+k � tj = tj+1 � tj + tj+2 � t2 + · · ·+ tj+k � tj+k�1, j = 1, . . . , n� k.

Los factores de estas descomposiciones, las colocamos en una matriz de (n�k)xk, como
se indica a continuación.

t2 � t1 t3 � t2 t4 � t3 · · · tk � tk�1 tk+1 � tk
t3 � t2 t4 � t3 t5 � t4 · · · tk+1 � tk tk+2 � tk+1

...
...

... · · · ...
...

tk+1 � tk tk+2 � tk+1 tk+3 � tk+2 · · · t2k�1 � t2k�2 t2k � t2k�1

tk+2 � tk+1 tk+3 � tk+2 tk+4 � tk+2 · · · t2k � t2k�1 t2k+1 � t2k
...

...
... · · · ...

...
tn�k�1 � tn�k tn�k � tn�k+1 tn�k+1 � tn�k�2 · · · tn�1 � tn�2 tn � tn�1 .
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Al observar esta matriz, podemos notar que los factores aparecen la siguiente cantidad
de veces.

t2 � t1: una vez.

t3 � t2 : a lo sumo dos veces.

t4 � t3 : no más de tres veces.
...

tk+1 � tk: a lo sumo k veces.

tk+2 � tk+1 : no más de k veces.
...

tn�1 � tn�2 : a lo sumo dos veces.

tn � tn�1 : una vez.

Como estas longitudes corresponden a intervalos que no se superponen, tenemos que:

�R
(p,k)(u, ⇡)  |an|p k (b� a).

Si las longitudes de los intervalos, que no se repiten k-veces, tienden a cero, se obtiene
que:

V R
(p,k)(u; [a, b]) = |an|p k (b� a).

De esta forma:

�(p,k)(u) =

8

<

:

0, n < k

|an|p k (b� a), n = k.

El siguiente teorema, garantiza que RV(p,k)[a, b] es un espacio vectorial y su demostración
es similar a la del Teorema 2.2.2.

Teorema 2.3.1. Sean p > 1 y k > 0 un número entero, u, v 2 RV(p,k)[a, b], ↵ 2 R,
entonces:

1.
⇣

V R
(p,k)(u+ v)

⌘1/p


⇣

V R
(p,k)(u)

⌘1/p

+

⇣

V R
(p,k)(v)

⌘1/p

.

2. V R
(p,k)(↵u) = |↵|p V R

(p,k)(u).

3. RV(p,k)[a, b] es un espacio vectorial.
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En el siguiente teorema demostramos que toda función con (p, k)-variación acotada
también tiene k-variación acotada, lo que generaliza las partes 2 a. y 2 b. del Teorema
2.1.1.

Teorema 2.3.2. Sean p > 1 y k > 0 un número entero, entonces:

1. Vk(u)  k(b� a) + V R
(p,k)(u).

2. Vk(u)  (k(b� a))1�1/p
⇣

V R
(p,k)(u)

⌘1/p

.

3. RV(p,k)[a, b] ⇢ BVk[a, b] .

Demostración. 1. Sean u 2 RV(p,k)[a, b] y ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición
del intervalo [a, b]. Demostremos la parte 1. Denotemos por

� =

⇢

j = 1, . . . , n� k :

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]|
|tj+k � tj|

 1

�

.

Entonces

�k(u, ⇡) =
n�k
X

j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]| =

n�k
X

j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]|
|tj+k � tj|

|tj+k � tj| =

X

j2�

|tj+k � tj|+
X

j /2�

✓

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]|
|tj+k � tj|

◆p

|tj+k � tj| 

X

j2�

(|tj+k � tj+k�1|+ . . .+ |tj+1 � tj|) + V R
(p,k)(u)  k(b� a) + V R

(p,k)(u).

Para la desigualdad 2., se utiliza la desigualdad de Hölder, para obtener:

n�k
X

j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]| =
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n�k
X

j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]|
|tj+k � tj|

p�1
p

|tj+k � tj|
p�1
p 

 

n�k
X

j=1

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]|p

|tj+k � tj|p�1

!1/p n�k
X

j=1

|tj+k � tj|
!1�1/p



�

V R
(p,k)(u)

�1/p

 

n�k
X

j=1

(|tj+k � tj+k�1|+ . . .+ |tj+1 � tj|)
!1�1/p



(k(b� a))1�1/p �V R
(p,k)(u)

�1/p
.

Tomando supremo sobre sup
⇡2⇧b

a

�k(u, ⇡) se obtiene la desigualdad buscada.

La parte 3. es consecuencia inmediata de 1. o 2. ⇤

En el siguiente corolario se asegura que los espacio RV(p,k)[a, b], p > 1, k 2 N, se reducen
a medida que incrementamos el valor del entero k > 0 y dejamos fijo el número p > 1.

Corolario 2.3.1. Sean p > 1 y k > 0 un entero, entonces RV(p,k+1)[a, b] ⇢ RV(p,k)[a, b].

Además si u 2 RV(p,k+1)[a, b], entonces existe u0 en cada punto de [a, b] y u0 2 RV(p,k)[a, b]

y

V R
(p,k) (u

0
) 

�

(k + 1)V R
(p,k+1)(u)

�1/p
.

Demostración. Sea u 2 RV(p,k+1)[a, b], entonces el Teorema 2.3.2 garantiza que
u 2 BVk+1[a, b], y por Teorema 1.3.2, existe una constante K, tal que |u[t1, . . . , tk+1]| 
K, ti 2 [a, b], i = 1, . . . , k + 1.

Sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b, una partición del intervalo [a, b], entonces:

�R
(p,k)(u, ⇡) =

n�k
X

j=1

|u[tj, tj+1, . . . , tj+k]|p |tj+k � tj|  Kpk(b� a).

Y así u 2 RV(p,k)[a, b].

Por otra parte si u 2 RV(p,k+1)[a, b], entonces como k � 1, tenemos que u 2 BV2[a, b] y
por el Teorema 1.3.2, existe u0 en [a, b].
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Sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición de [a, b]. De la Proposición 1.3.2 y de la
desigualdad de Minkowski, resulta:

�(p,k)(u, ⇡) =

n�k
X

j=1

(|u0
[tj, tj+1, . . . , tj+k+1]|)p |tj+k � tj| =

n�k
X

j=1

 

j+k
X

h=j

|u[tj, tj+1, . . . th�1, th, th, th+1, . . . , tj+k]|
!p

|tj+k � tj| =

n�k
X

j=1

 

j+k
X

h=j

|u[tj, tj+1, . . . th�1, th, th, th+1, . . . , tj+k]| |tj+k � tj|1/p
!p

=

 

j+k
X

h=j

 

n�k
X

j=1

(|u[tj, tj+1, . . . th�1, th, th, th+1, . . . , tj+k]|)p |tj+k � tj|
!!1/p



�

(k + 1)V R
(p,k+1)[a, b]

�1/p
.

⇤

En la siguiente proposición veremos qué ocurre con el espacio RV(p,k)[a, b] dejando fijo
el entero k e incrementamos el valor número p.

Proposición 2.3.1. Sean p > q > 1 y k > 0 un número entero, entonces RV(p,k)[a, b] ⇢
RV(q,k)[a, b]. Más aún, si u 2 RV(p,k)[a, b], entonces:

V R
(q,k)(u)  k(b� a) + V R

(p,k)(u).

Demostración. Sean u 2 RV(p,k)[a, b] y ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición
del intervalo [a, b]. Denotemos por:

� = {j = 1, . . . , n� k : |u[tj, tj+1, . . . , tj+k]|q  1} ,

entonces
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�R
(q,k)(u, ⇡) =

n�k
X

j=1

|u[tj, tj+1, . . . , tj+k]|q |tj+k � tj| 

n�k
X

j=1
j2�

|tj+k � tj|+
n�k
X

j=1

j /2�

|u[tj, tj+1, . . . , tj+k]|p |tj+k � tj| 

k(b� a) + V R
(p,k)(u; [a, b]).

Por lo tanto V R
(q,k)(u)  k(b� a) + V R

(p,k)(u) y así u 2 RV(q,k)[a, b]. ⇤

2.4. Variación del concepto de (p, k)-variación.

Haciendo un símil con la definición de la variación ˆV R
(p,2) de la Definición 2.2.2 realizando

una modificación en la suma (2.3.1) de la Definición 2.3.1, podemos considerar la si-
guiente definición alternativa de la (p, k)-variación en el sentido de Riesz, que generaliza
el concepto de (p, 2)-variación estudiado por N. Merentes en [115].

Definición 2.4.1. Dados p > 1, k > 0 un número entero, u : [a, b] ! R y una partición:

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tkn  b

del intervalo [a, b] , definimos:

�̂R
(p,k)(u, ⇡) :=

n�1
X

j=1

 

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!p
�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

y

ˆV R
(p,k)(u; [a, b]) = ˆV R

(p,k)(u) := sup
⇡2⇧b

a,k

�̂R
(p,k)(u, ⇡).

La clase de las funciones u : [a, b] ! R, tales que ˆV R
(p,k)(u; [a, b]) < 1, la denotaremos

por ˆRV (p,k)[a, b].
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Observación 2.4.1. De las propiedades de diferencias divididas (Proposición 1.3.1) se
tiene que si u es un polinomio de grado menor o igual a k � 1, entonces �̂R

(p,k)(u, ⇡) =

0, ⇡ 2 ⇧

b
a,k y así ˆV R

(p,k)(u; [a, b]) = 0 en cualquier intervalo [a, b].

En el siguiente teorema presentamos en 1. la relación que existe entre la variación bV R
(p,k)

de una función en un intervalo y subintervalos. Además se presentan desigualdades que
garantizan que ˆRV (p,k)[a, b] es un espacio vectorial.

Teorema 2.4.1. Sean p > 1 y k > 0 un número entero. Entonces:

1. Si bV R
(p,k)(u; [a, b]) < 1 y a  t  b, entonces:

bV R
(p,k)(u; [a, t]) < 1 , bV R

(p,k)(u; [t, b]) < 1

y

bV R
(p,k)(u; [a, t]) + bV R

(p,k)(u; [t, b])  bV R
(p,k)(u; [a, b]).

2. Si u, v 2 ˆRV (p,k)[a, b] y ↵ 2 R, entonces: a. bV R
(p,k)(u + v)  bV R

(p,k)(u) +
bV R
(p,k)(u).

b. bV R
(p,k)(↵u) = |↵|p bV R

(p,k)(u).

3. ˆRV (p,k)[a, b] es un espacio vectorial.

Demostración. 1. es consecuencia de la definición de bV R
(p,k), siguiendo las ideas de

la demostración de la Proposición 1.3.5. La demostración de 2. es similar a la proposición
2.2.2 y la parte 3. es consecuencia inmediata de 2. ⇤

En el siguiente teorema presentamos la relaciones entre las variaciones bVk y bV R
(p,k), lo

que representa un generalización de los resultados obtenidos, para el caso k = 2 del
Teorema 2.2.3.

Teorema 2.4.2. Sean p > 1 y k > 0 un entero, entonces:

1. bVk(u)  2(b� a) + bV R
(p,k)(u).

2. bVk(u)  (2 (b� a))1�1/p
⇣

bV R
(p,k)(u)

⌘1/p

.

3. ˆRV
R

(p,k)[a, b] ⇢ ˆBV k[a, b].
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Demostración. Sea u 2 ˆRV (p,k)[a, b] y

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tnk  b

una partición del intervalo.

Para la parte 1., se denota:

� =

(

j = 1, . . . , n� k :

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

 1

)

.

Entonces procediendo como en la demostración de 1. del Teorema 2.3.2, obtenemos

b�k(u, ⇡) 
X

j2�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

+

bV R
(p,k)(u).

Como:

X

j2�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�  2(b� a),

concluimos que:

bVk(u)  2(b� a) + V R
(p,k)(u).

Para la parte 2. procedemos de manera similar a la demostración de 4. del Teorema
2.2.3

La parte 3. es consecuencia de 1. o 2. ⇤

Ahora pasamos a demostrar el teorema más importante de esta sección, donde se ex-
hiben las relaciones entre V R

(p,k) y ˆV R
(p,k), que nos permitirá asegurar que ˆRV (p,k)[a, b] =

RV (p,k)[a, b].

Teorema 2.4.3. Sean p > 1 y k un entero positivo, entonces:

1. Si ˆV R
(p,k)(u; [a, b]) < 1, entonces V R

(p,k)(u; [a, b])  k3p�1
ˆV R
(p,k) (u; [a, b]) .

2. Si V R
(p,k)(u; [a, b]) < 1, entonces ˆV R

(p,k)(u; [a, b])  kpV R
(p,k)(u; [a, b]).

3. ˆRV (p,k)[a, b] = RV(p,k)[a, b].
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Demostración. Para la parte 1., consideramos u : [a, b] ! R y a  t1 < · · · <
tk+1  b. Ahora escogemos números a1, . . . , ak, b1, . . . , bk, tales que:

t1 < a1 < · · · < ak  t2 , tk < b1 < · · · < bk  tk+1.

Siguiendo las ideas desarrolladas en la demostración de 1. del Teorema 2.2.4, obtenemos
que:

✓

|u[t2, . . . , tk+1]� u[t1, . . . , tk|
|tk+1 � tk|

◆p

|tk+1 � tk|  3

p�1
bV R
(p,k)(u; [t1, tk+1].

De esta forma si ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b es una partición del intervalo [a, b], resulta:

�R
(p,k)(u, ⇡)  k3p�1

bV R
(p,k)(u; [a, b]).

Al tomar supremo sup
⇡2⇧b

a,1

�R
(p,k)(u, ⇡) se obtiene la desigualdad

V R
(p,k)(u; [a, b])  k 3p�1

bV R
(p,k)(u; [a, b]).

Para la parte 2. consideremos una partición

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tnk  b

y procedemos de manera similar a la demostración de 2. del Teorema 2.2.4. Así para
cada j = 1, . . . , n� 1, tenemos:

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�



k�1
X

i=0

�

�u[tjk�i+1, . . . , t(j+1)k�i]� u[tjk�i, . . . , t(j+1)k�i�1

�

�

�

�t(j+1)k�i � tjk�i

�

�

=

k�1
X

i=0

�

�u[tjk�i+1, . . . , t(j+1)k�i]� u[tjk�i, . . . , t(j+1)k�i�1

�

�

�

�t(j+1)k�i � tjk�i

�

�

�

�t(j+1)k�i � tjk�i

�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

.

Aplicando la desigualdad de Hölder.
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�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!p



kp�1
k�1
X

i=0

 

�

�u[tjk�i+1, . . . , t(j+1)k�i]� u[tjk�i, . . . , t(j+1)k�i�1

�

�

�

�t(j+1)k�i � tjk�i

�

�

�

�t(j+1)k�i � tjk�i

�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!p

.

Como |t(j+1)k�i�tjk�i|
|t(j+1)k�t(j�1)k+1|  1, j = 1, . . . , n� 1, se concluye que:

 

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!p
�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

� 

kp�1
Xk�1

i=0

 

�

�u[tjk�i+1, . . . , t(j+1)k�i]� u[tjk�i, . . . , t(j+1)k�i�1

�

�

�

�t(j+1)k�i � tjk�i

�

�

!p
�

�t(j+1)k�i � tjk�i

�

� 

kp�1V R
(p,k)(u; [tjk, t(j+1)k]).

De esta manera tenemos:

n�1
X

j=1

 

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

k
�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!p
�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

� 

kpV R
(',k)(u, [a, b]).

Al tomar supremo sobre ⇧

b
a,k obtenemos que

ˆV R
(p,k)(u, [a, b])  kpV R

(p,k)(u, [a, b]).

La parte 3. se sigue de 1. y 2. ⇤

Observación 2.4.2. Concluida la demostración de este teorema, de ahora en ade-
lante podemos referirnos indiferentemente a cualquiera de los espacios RV(p,k)[a, b] o
ˆRV (p,k)[a, b] .

Corolario 2.4.1. Sean p > 1, k > 0 un entero entonces ˆRV (p,k+1)[a, b] ⇢ ˆRV (p,k)[a, b].
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2.5. Generalización del lema de Riesz para funciones de (p, k)-variación
acotada.

En esta sección demostraremos, en nuestro criterio, uno de los teorema de mayor rele-
vancia de este capítulo “Generalización del lema de Riesz para el espacio RV(p,k)[a, b]”.
Iniciamos la sección, demostrando que toda función del espacio ˆRV (p,k)[a, b] tiene deri-
vada de orden k � 1, absolutamente continua.

Proposición 2.5.1. Sean p > 1, k > 0 un entero y u 2 ˆRV (p,k)[a, b], entonces u(k�1)

existe y es absolutamente continua en [a, b] .

Demostración. El caso k = 1, es consecuencia del lema de Riesz [136]. Para k = 2

(ver [115]). Sean k � 3 un entero y u 2 ˆRV (p,k)[a, b]. Del teorema anterior tenemos
que u 2 RV(p,k)[a, b]. Y por aplicación del corolario 2.3.1 se concluye que u(k�1) 2
RV(p,1)[a, b] entonces por el lema de Riesz (Teorema 2.1.3) resulta que la derivada u(k�1)

es absolutamente continua en [a, b] .

⇤

En 1910 F. Riesz [136] presentó una caracterización de la funciones que tienen p-
variación acotada, demostrando que u 2 RV(p,1)[a, b] si y sólo si u es absolutamente
continua en [a, b] y u0 2 Lp[a, b] y además:

V(p,1)(u, [a, b]) =

ˆ b

a

|u0
(t)|p dt.

En 1992 N. Merentes en [115] generaliza este resultado para el espacio ˆRV (p,2)[a, b],
al verificar que u 2 ˆRV (p,2)[a, b] si y sólo si u0 es absolutamente continua en [a, b] y
u(2) 2 L'[a, b]. Además

ˆV R
(p,2)(u) =

ˆ b

a

�

�

�u(2)
(t)
�

�

�p
dt.

En el siguiente teorema generalizamos estos resultados para el espacio RV(p,k)[a, b].
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Teorema 2.5.1. (Generalización del lema de Riesz para RV(p,k)[a, b]) Sean p > 1 y
k > 0 un entero, entonces u 2 RV (p,k)[a, b] si y sólo si u(k�1) es absolutamente continua
en [a, b] y u(k) 2 Lp[a, b] y además:

ˆV R
(p,k) (u; [a, b]) =

ˆ b

a

✓

�

�

�

�

u(k)
(t)

(k � 1)!

�

�

�

�

◆p

dt.

Demostración. Sea u 2 RV(p,k)[a, b], entonces por la proposición anterior existe
u(k�1) y es absolutamente continua en [a, b]. Consideremos una partición ⇡ : a  t1 <

· · · < tn  b del intervalo [a, b] y los puntos

s1,1, . . . , s1,k,s2,1, . . . , s2,k, . . . , sn,1, . . . , sn,k 2 [a, b],

tales que:

t1 = s1,1 < · · · < s1,k < t2 = s2,1 < · · · < s2,k < t3 = s3,1 < · · ·

· · · < tn�1 = s(n�1),1 < · · · < s(n�1),k < sn,1 < . . . < sn,k = tn

Por las propiedades de las diferencias divididas (Proposición 1.3.1) existen

⇠j 2 (sj,1, sj,k), j = 1, . . . , n,

tales que:

u(k�1)
(⇠j)

(k � 1)!

= u[sj,1, . . . , sj,k], j = 1, . . . , n.

De esta relación y como u 2 RV(p,k)[a, b], tenemos:

n�1
X

j=1

 

�

�u(k�1)
(tj+1)� u(k�1)

(tj)
�

�

(k � 1)! |tj+1 � tj|

!p

|tj+1 � tj| =

lı́m
sj,k!sj,1=tj

k=1,...,n�1

n�2
X

j=1

 

�

�u(k�1)
(⇠j+1)� u(k�1)

(⇠j)
�

�

(k � 1)! |tj+1 � tj|

!p

|tj+1 � tj|+
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lı́m
sn,1!sn,k=tn

 

�

�u(k�1)
(⇠n)� u(k�1)

(⇠n�1)
�

�

(k � 1)! |tn � tn�1|

!p

|tn � tn�1| =

lı́m
sj,k!tj

k=1,...,n�1

n�2
X

j=1

✓

|u[sj+1,1, . . . , sj+1,k],�u[sj,1, . . . , sj,k], |
|tj+1 � tj|

◆p

|tj+1 � tj|+

lı́m
sn,1!tn

 

�

�u[sn,1, . . . , sn,k]� u[s(n�1),1, . . . , s(n�1),k]
�

�

|tn � tn�1|

!p

|tn � tn�1| 

ˆV R
(p,k)(u, [a, b]).

De esta manera concluimos que u(k�1) 2 RV(p,1)[a, b] y :

ˆ b

a

✓

u(k)
(t)

(k � 1)!

◆p

dt = V R
(p,1)

✓

u(k�1)

(k � 1)!

; [a, b]

◆

 ˆV R
(p,k)(u; [a, b]).

Recíprocamente, supongamos que u(k�1) es absolutamente continua en [a, b] y u(k�1) 2
Lp[a, b]. Sea

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tnk  b

una partición del intervalo [a, b]. Por propiedades de diferencias divididas (Proposición
1.3.1) existen

⇠j 2
�

t(j�1)k+1, tjk
�

, j = 1, . . . , n,

tales que:

u(k�1)
(⇠j)

(k � 1)!

= u[t(j�1)k+1, . . . , tjk], j = 1, . . . , n.

Entonces, usando la relación anterior, que u(k�1) es absolutamente continua en [a, b],
tenemos:

 

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!p
�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

=
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ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

 

�

�u(k�1)
(⇠j+1)� u(k�1)

(⇠j)
�

�

(k � 1)!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!p

d⇠ =

ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

 ˆ ⇠j+1

⇠j

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

dt

!p

d⇠ 

ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

 ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

dt

!p

d⇠.

De la desigualdad de Jensen resulta que:

ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

 ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

dt

!p

d⇠ 

ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

1

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!p

dt d⇠ =

ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!p

dt.

Por lo tanto:

n�1
X

j=1

 

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!p
�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

� 

ˆ b

a

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!p

dt.

Y así, resulta que ˆV R
(p,k)(u; [a, b])  1 y

ˆV R
(p,k)(u; [a, b]) 

ˆ b

a

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!p

dt.

⇤
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2.6. Consecuencias del Lema de Riesz para las funciones de RV(p,k)[a, b].

En esta sección veremos que tan importante es el lema de Riesz para obtener una
variedad de resultados del espacio RV(p,k)[a, b].

Corolario 2.6.1. Sean p > 1 , k > 0 un entero. Entonces u 2 RV (p,k+1)[a, b] si y sólo
si u0 2 RV(p,k)[a, b] y

ˆV R
(p,k+1) (u; [a, b])) =

1

kp
ˆV R
(p,k)(u

0
; [a, b])).

En general, tenemos que u 2 RV (p,k)[a, b] si y sólo si u(r) 2 RV(p,k�r)[a, b],r = 0, . . . , k�1

y

ˆV R
(p,k) (u; [a, b])) =

1

((k � 1) . . . (k � r))p
ˆV R
(p,k�r)(u

(r)
; [a, b])).

Demostración. La primera parte de este corolario es el mismo Corolario 2.3.1;
mientrás que la segunda parte es consecuencia de la generalización del lema de Riesz
(Teorema 2.5.1). ⇤

Corolario 2.6.2. Sean p > 1 y k � 1 un número entero, entonces si q > p,

RV(q,k)[a, b] ⇢ RV(p,k)[a, b].

Corolario 2.6.3. Sean p > 1 y k � 1 , entonces el espacio RV(p,k)[a, b] es un álgebra.

Demostración. Sean u, v 2 RV(p,k)[a, b], entonces:

(uv)(k�1)
=

k�1
X

j=0

✓

k � 1

j

◆

u(k�1�j)v(j)

y por el Corolario 2.6.1

u(k�1�j), v(j) 2 RV(p,1)[a, b], j = 0, . . . , k � 1

y como RV(p,1)[a, b] es un álgebra, resulta que (uv)(k�1) 2 RV(p,1)[a, b] y así uv 2
RV(p,k)[a, b]. ⇤
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Corolario 2.6.4. Sean p > 1 y k > 0 un entero, entonces:

1.
1
\
k=1

RV(p,k)[a, b] = C1[a, b].

2.
1
[
k=1

RV(p,k)[a, b] = RV(p,1)[a, b].

3.
1
\
p=1

RV(p,k)[a, b] =
�

u 2 R[a,b]
: u(k�1) 2 AC[a, b], u(k) 2 Lp, p � 1

 

.

4.
1
[
p=1

RV(p,k)[a, b] = RV(1,k)[a, b] = BVk[a, b].

2.7. RV(p,k)[a, b] como espacio normado.

En el espacio RV(p,1)[a, b] consideramos la norma k · kR(p,1) , definida por

kukR(p,1) = |u(a)|+
✓ˆ b

a

|u0
(t)|p dt

◆1/p

, u 2 RV(p,1)[a, b].

De manera similar, se considera la norma k . kR(p,2) sobre el espacio RV(p,2)[a, b], como

kukR(p,2) = |u(a)|+ ku0kR(p,1) = |u(a)|+ |u0
(a)|

✓ˆ b

a

|u00
(t)|p dt

◆1/p

, u 2 RV(p,2)[a, b].

Inductivamente, podemos definir una norma para RV(p,k)[a, b], p > 1, k � 1, entero,
como:

kukR(p,k) := |u(a)|+ ku0kR(p,k�1) , u 2 RV(p,k)[a, b]

o equivalentemente de las dos maneras siguiente:

kukR(p,k) := |u(a)|+ |u0
(a)|+ · · ·+

�

�u(k�1)
(a)

�

�

+

⇣

ˆV R
(p,k)(u)

⌘1/p

, u 2 RV(p,k)[a, b]

o

kukR(p,k) = |u(a)|+|u0
(a)|+· · ·+

�

�u(k�1)
(a)

�

�

+

 ˆ b

a

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!p

dt

!1/p

, u 2 RV(p,k)[a, b].

Teorema 2.7.1. Sean p > 1 y k > 0 un entero, entonces el espacio
⇣

RV(p,k)[a, b], k · kR(p,k)
⌘

es un espacio de Banach.
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Demostración. Procedemos inductivamente, sobre k. Para k = 1, es conocido
que RV(p,1)[a, b]es un espacio de Banach (Proposición 2.1.2). Supongamos que

⇣

RV(p,k)[a, b], k · kR(p,k)
⌘

es un espacio de Banach, para algún número entero k � 1. Sea {un}n�1 una sucesión de
Cauchy en

⇣

RV(p,k+1)[a, b], k · kR(p,k+1)

⌘

, entonces dado un número " > 0, existe N > 0,
tal que:

|(un � um)(a)|  " , ku0
n � u0

mk
R
(p,k)  ", n,m > N.

De esta manera, tenemos que {un(a)}n�1 es una sucesión de Cauchy en R y {u0
n}n�1 es

una sucesiones de Cauchy en
⇣

RV(p,k)[a, b], k · kR(p,k)
⌘

. Así, por hipótesis, existen u0 2 R

y u 2 RV(p,k)[a, b] tal que {un(a)}n�1 converge a u0 y u0
n

k · kR(p,k)
�����!u.

Consideremos u : [a, b] ! R, definida por u(t) = u0 +
´ t
a
u(x)dx, entonces:

a. u 2 RV(p,k+1)[a, b], ya que u0
= u 2 RV(p,k)[a, b] (ver Corolario2.2.1)

b. como kun � ukR(p,k+1) = |un(a)� u0|+ kun � ukR(p,k) , n � 1, se tiene que un

k . kR(p,k+1)
�������!u.

⇤

2.8. La Condición de Matkowski.

En esta sección hacemos algunas consideraciones sobre la denominada condición de
Matkowski.

Dada una función h : [a, b]xR ! R, el operador H : RI ! RI , I = [a, b], definido por

H(u)(t) := h(t, u(t)), u 2 RI , t 2 I

se denomina operador de composición, superposición o Nemystkij, asociado o generado
por la función h. Este caso general es conocido como caso no autónomo. Si la función h

no depende de la segunda variable se denomina caso autónomo. Si h : R ! R, entonces:

H(u)(t) = (h � u)(t), t 2 [a, b];

y H no es más que la composición de las funciones h y u.
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Si el operador H transforma un espacio X ⇢ RI en sí mismo se dice que el operador H
actúa en el espacio X.

En el año 1982 el matemático polaco, Januz Matkowski, quien ya ha realizado varias
visitas al país, demostró el siguiente resultado (ver [101]).

Teorema 2.8.1. Si el operador de composición H generado por una función h : [a, b]xR !
R, actúa en el espacio Lip[a, b] en sí mismo y es globalmente Lipschitz, es decir existe
una constante K, tal que:

kH(u)�H(v)kLip[a,b]  K ku� vkLip[a,b] , u, v 2 Lip[a, b],

entonces existen funciones ↵, � 2 Lip[a, b], tales que:

h(t, x) = ↵(t)x+ �(t), t 2 [a, b], x 2 R.

En otra palabras, la función h es una a función afín en la segunda variable.

Existe una amplia variedad de espacios donde se verifica este resultado, también cono-
cido como Condición o Propiedad de Matkowski (ver [8, 118]), en tal sentido se puede
revisar los trabajos [7, 9, 10, 42, 44, 89, 91, 96, 99, 100, 102, 103, 108, 109,
110, 116, 118, 139, 140, 159] y para el caso de multifunciones pueden revisarse
[41, 117, 121, 161, 172].

En vista de la gran variedad de espacios donde se verifica el resultado de Matkowski en
[118] presentamos la siguiente definición.

Propiedad de Matkowski.
Un espacio de Banach (X, k . k) de funciones R[a,b] tiene la propiedad de Matkowski si el
operador de composición H generado por una función h, actúa en X y es globalmente
Lipschitz, entonces existen funciones ↵, � 2 X, tales que la función h tiene la forma

h(t, x) = ↵(t)x+ �(t), t 2 [a, b], x 2 R.

En el caso que la función h no dependa de la variable t, la relación anterior garantiza
que la función h es una función afín.
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Desde el año 2008 se han escrito varios artículos donde se sustituye la condición de
lipschitzidad global de la Propiedad de Matkowski por una condición más débil, como
por ejemplo, pedir que el operador de composición sea Uniformemente Continuo, es
decir, dado " > 0, existe � > 0, tal que:

u, v 2 X, ku� vkX < � ) kH(u)�H(v)kX < ".

Suponiendo esta hipótesis se considera el módulo de continuidad de H, que se define
como � : [0,1) ! [0,1), por:

�(t) := sup {kH(u)�H(v)kX : ku� vkX  t} , t � 0.

Entonces de esta definición se desprende automáticamente que �(t) � 0, t � 0 y �(0) =
0 . Además si t > 0 y ku� vkX  t, se tiene que:

kH(u)�H(v)kX  �(t).

En particular, si se considera t = ku� vkX, se obtiene la desigualdad

(2.8.1) kH(u)�H(v)kX  � (ku� vkX) , u, v 2 X.

En el caso particular en que � representa una semirecta que parte del origen con pen-
diente positiva, es decir �(t) = kt, t � 0, para alguna constante k > 0 ; la relación
(2.8.1) es exactamente la lipschitzidad global de la condición de Matkowski.

De esta manera, también es costumbre sustituir la condición continuidad uniforme del
operador H por la condición más débil dada por la ecuación (2.8.1).

Estas consideraciones han sido tratatadas por J. Matkowski en el 2008 en el espacio X
de las funciones diferenciables absolutamente continuas [104], en el 2009 con el espacio
X = Lip↵[a, b], 0 < ↵  1, de las funciones Hölder de orden ↵ [105] y en el 2010 en el
espacio X = BV [a, b] de las funciones de variación acotada [106]; y por A. Acosta, W.
Aziz, J. Matkowski y N. Merentes para el espacio RV'[a, b] generado por las funciones
de '�variación acotada en el sentido de Riesz (ver [1]) y en [20] por A. Aziz, A. Azócar,
A. Gurrero y N. Merentes para el espacio RV',�[a, b] de las funciones con '-variación
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acotada con peso, en el sentido de Riesz. También se puede ver [25] para el caso de
multifunciones de variación acotada en el sentido de Wiener.

2.9. Acotación Uniforme del Operador de Composición en RV(p,k)[a, b].

Los resultado expuestos en esta sección son originales y los mismos están en un trabajo
enviado para el arbitraje para su publicación (ver [12]).

En esta sección demostramos los resultados obtenidos M. Wróbel en [170] para el
espacio BVk[a, b], de las funciones de k�variación acotada, para el espacio RV(p,k0[a, b],

sustituyendo la lipschitzdad global de la condición Matkowski por otra condición.

En el lema 3 [170] M. Wróbel demuestra el siguiente lema.

Lema 2.9.1. Sea k � 2 un entero. Entonces existe una constante positiva s(k), tal que:

kukLip  s(k) kukk , u 2 BVk[a, b].

De este lema, de la definición de la norma k · kk (ecuación 1.3.3) y de la parte 2 del
Teorema 2.3.2 obtenemos el siguiente lema.

Lema 2.9.2. Sean k � 2 un entero y p > 1. Entonces existe una constante positiva
s(k, p), tal que:

kukLip  s(k, p) kukR(p,k) , u 2 RV(p,k)[a, b].

En el siguiente teorema demostramos que si una función h : [a, b]xR ! R, es continua
en la segunda variable podemos cambiar la lipschitzidad global de la condición Mat-
kowski por la relación (2.8.1) para el espacio RV(p,k)[a, b] y la continuidad de la función
h(t, · ), t 2 [a, b].

Teorema 2.9.1. Sean a, b 2 R (a < b), p > 1, k � 2 un número entero y h : [a, b]xR !
R, tal que para cada t 2 [a, b], la función h : (t, · ) : R ! R es continua respecto a
la segunda variable. Si el operador de composición H generado por h aplica el espacio
RV(p,k)[a, b] en sí mismo y verifica la desigualdad:

kH(u)�H(v)kR(p,k)  �
⇣

ku� vkR(p,k)
⌘

, u, v 2 RV(p,k)[a, b],
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para alguna función � : [0,1) ! [0,1), entonces existen funciones ↵, � 2 RV(p,k)[a, b],
tales que:

h(t, x) = ↵(t)x+ �(t), t 2 [a, b], x 2 R.

Demostración. Por hipótesis, para x 2 R fijo la función constante u(t) = x, t 2
[a, b], está en RV(p,k)[a, b] y por tanto H(u) = h(·, x) 2 RV(p,k)[a, b] y así h(·, x) es
continua para cada x 2 R .

Sean s, s 2 [a, b], s < s, x1, x2, x1, x2 2 R y consideremos las funciones:

ui(t) =
xi � xi

s� s
(t� s) + xi, i = 1, 2.

Estas funciones son segmentos de rectas que pasan por los puntos (s, x1) y (s, x1), en
el caso de u1 y por los puntos (s, x2) y (s, x2) en el caso de u2. De esta manera, resulta
que ambas funciones tienen (p, k)-variación acotada. Además:

ku1 � u2kR(p,k) =
�

�

�

�

x1 � x1 � x2 + x2

s� s
(t� s) + x1 � x2

�

�

�

�

R

(p,k)

.

Por otra parte como H(ui) 2 RV(p,k)[a, b], i = 1, 2, entonces por el Lema 2.9.2 resulta
que

kH(u1)�H(u2)kLip  K kH(u1)�H(u2)kR(p,k) ,

donde K = s(k, p).

De esta manera por hipótesis, resulta que:

|h(s, x1)� h(s, x2)� h(s, x1) + h(s, x2)|
|s� s|  K�

⇣

ku1 � u2kR(p,k)
⌘

.

Fijemos constantes p, q 2 R y pongamos x1 = x2 =
p+q
2 , x1 = p, x2 = q, entonces de la

desigualdad anterior, se concluye que:

�

�

�

�

h

✓

s,
p+ q

2

◆

� h(s, q)� h(s, p) + h

✓

s,
p+ q

2

◆

�

�

�

�

 K� (|x1 � x2|) . |s� s| .

Por la continuidad de h en la primera variable, tomando límite cuando s ! s, resulta:



Cap. 2 Acotación Uniforme del Operador de Composición en RV(p,k)[a, b]. 80

2h

✓

s,
p+ q

2

◆

= h(s, p) + h(s, q), s 2 [a, b].

Como la función h(t, .) es continua y verifica la ecuación de Jensen (ver [93], p. 315)
existen funciones ↵, � : [a, b] ! R, tales que:

(2.9.1) h(t, x) = ↵(t)x+ �(t), t 2 [a, b], x 2 R.

Puesto que para cada x 2 R,la función h(., x) 2 X , entonces:

�(t) = h(s, 0) , ↵(s) = h(t, 1)� �(t), s 2 [a, b].

De donde resulta que ↵, � 2 RV(p,k)[a, b]. ⇤

Siguiendo las ideas desarrolladas en la observación 1 de [170] obtenemos el siguiente
corolario de este teorema, cambiando la condición de continuidad de la función h en la
segunda variable por la hipótesis de continuidad por la derecha en 0 de la función � y
�(0) = 0.

Por supuesto, que podemos suponer la continuidad uniforme del operador de composi-
ción para obtener el siguiente resultado.

Corolario 2.9.1. Sean a, b 2 R (a < b), p > 1, k � 2 un número entero y h :

[a, b]xR ! R. Si el operador de composición H generado por h aplica el espacio RV(p,k)[a, b]

en sí mismo y se verifica la desigualdad:

kH(u)�H(v)kR(p,k)  �
⇣

ku� vkR(p,k)
⌘

, u, v 2 RV(p,k)[a, b],

para alguna función � : [0,1) ! [0,1), tal que �(t) ! �(0) = 0, cuando t # 0,
entonces existen funciones ↵, � 2 RV(p,k)[a, b], tales que:

h(t, x) = ↵(t)x+ �(t), t 2 [a, b], x 2 R.

Demostración. Fijemos x, x 2 R y consideremos la funciones constantes u, u :

[a, b] ! R, definida por u(t) = x, u(t) = x, t 2 [a, b]. Entonces:
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ku� ukR(p,k) = |x� x| .

Como H(u) = h( · , x) y H(u) = h( · , x) están en RV(p,k)[a, b], del Lema 2.9.2, existe
una constante K > 0, tal que:

|h(t, x)� h(t, x)� h(a, x) + h(a, x)|
|t� a|  K� (|x� x|)

y

|h(a, x) + h(a, x)|  K� (|x� x|) , t 2 [a, b].

Así resulta que:

|h(t, x)� h(t, x)|  +K� (|x� x|) (|t� a|+ 1) , t 2 [a, b].

De la continuidad de � en 0 y la igualdad �(0) = 0, resulta que la función h(t, · ) es
continua en la segunda variable y por tanto estamos en las condiciones del teorema
anterior. ⇤

Corolario 2.9.2. Sean a, b 2 R (a < b), p > 1, k � 2 un número entero. Si el
operador de composición H generado por h, aplica el espacio RV(p,k)[a, b] en sí mismo
y es uniformemente continuo, respecto a la norma k · kR(p,k), entonces existen ↵, � 2
RV(p,k)[a, b], tales que:

h(t, x) = ↵(t)x+ �(t), t 2 [a, b], x 2 R.

Demostración. Al tomar � como el módulo de continuidad del operador H, es-
tamos en las condiciones del corolario anterior. ⇤

En [107] J. Matkowski introduce la siguiente definición.

Definición 2.9.1. (Operador acotado uniformemente) Sean Y , Z espacios métricos (o
normados ). Un operador H : Y ! Z es acotado uniformemente si dado un número
t > 0, existe �(t) � 0, tal que para cualquier conjunto B ⇢ Y , tenemos:
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diamB  t ) diamH(B)  �(t).

Directamente de esta definición tenemos que todo operador globalmente Lipschitz o
uniformemente continuo es acotado uniformemente.

Por otra parte, si el operador de composición H, generado por una función h : [a, b]xR !
R, es acotado uniformemente, entonces si u, v 2 RV(p,k)[a, b] y ku� vkR(p,k) < t . Entonces
si diam {u, v} < t, de la acotación uniforme resulta que diamH {u, v}  �(t). Así:

kH(u)�H(v)kR(p,k) = diamH{u, v}  �
⇣

ku� vkR(p,k)
⌘

y se verifica el Corolario 2.9.1, lo que permite enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.9.2. Sean a, b 2 R (a < b), p > 1, k � 2 un número entero. Si el operador
de composición H generado por h aplica el espacio RV(p,k)[a, b] en sí mismo y es uni-
formemente acotado, respecto a la norma k · kR(p,k), entonces existen ↵, � 2 RV(p,k)[a, b],
tales que:

h(t, x) = ↵(t)x+ �(t), t 2 [a, b], x 2 R.

2.10. Algunos problemas para investigar.

Aquí presentamos algunos problemas para futuras investigaciones.

1. Generalizar el concepto de (p, k)-variación acotada, en cualquiera de sus dos
formas, para funciones u : E ! X, donde X es un espacio normado, en particular
para multifunciones.

2. Determinar cuáles de las propiedades de los Teoremas 2.3.2 y 2.3.1 son ciertas.
3. Determinar si es posible demostrar un teorema de representación para estas nue-

vas funciones, tipo Jordan (Teorema 1.3.3), tipo Riesz a través de una integral
tipo Sierpiński-Federer-Chistyakov, como composición de funciones.

4. Demostrar un teorema tipo lema de Riesz (Teorema 2.5.1) y sus consecuencias.
5. Estudiar algunos problemas relacionados con el operador de composición, como

actuación, lipschitzidad local o global, acotación uniforme.



Capítulo 3

(', k)-variación acotada en el sentido de Riesz

Continuando con las generalizaciones del concepto de p-variación de Riesz [136], existen
otras generalizaciones utilizando las denominadas '-funciones. Es así como, hace casi 60
años, el ruso Yu. T. Medve’ed, introduce la noción de '-variación acotada en el sentido
de Riesz-Medved’ed en [112]. Además en trabajo conjuntamente con una publicación
del año 1977, de los polacos Z. Cybertowicz y W. Matuzewska [56] se demuestra una
nueva versión del lema de Riesz para este tipo de funciones.

Nuestro objetivo, en este capítulo es construir un espacio de funciones, mucho más
general que los estudiado por Medved’ed, Cybertowicz y Matuzewska. Esto lo logramos
combinando las nociones de '-variación en el sentido de Riesz, de Medved’ed [112], con
el concepto de k-variación de Popoviciu [132], siguiendo las ideas desarrolladas en el
capítulo 2, con el concepto de (p, k)-variación.

La primera sección la dedicamos al estudio de propiedades de las '-funciones. Prosegui-
mos presentado el concepto de variación de Medved’ed que denotamos (', 1)-variación.
Presentamos un conjunto de propiedades de estas funciones, con bastante detalles en
las demostraciones. Concluimos exponiendo la generalización del lema de Riesz para
estas funciones y propiedades que se derivan de éste.

Proseguimos, estudiando las funciones de (', 2)-variación que define N. Merentes en
[113], a principios de la década de los 90 del siglo XX. De manera similar al caso de
(p, 2)-variación, exponemos dos definiciones de (', 2)-variación y demostramos varias
propiedades similares de las clase de tales funciones. Además demostramos que los
espacios generados por dichas clases son los mismos. Finalmente, presentamos en detalle
la generalización del lema de Riesz y consecuencias del mismo.

Por último, introducimos dos conceptos nuevos de (', k)-variación así como propiedades
de las mismas. Las clases de funciones con estas diferentes variaciones las denotamos
por V R

(',k)[a, b] y bV R
(',k)[a, b], donde k > 0 es un número entero y ' es una '-función, que

83
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para nuestros resultados más importantes, debe ser convexa y cumplir la denominada
condición 11.

Demostramos que los espacios vectoriales generados por cada una de estas clase de fun-
ciones, denotados por RV(',k)[a, b] y ˆRV (',k)[a, b], respectivamente, son iguales. La idea
de construir dos tipos de variación es que la clase de funciones V R

(',k)[a, b], está contenida
en el espacio de las funciones de k-variación acotada, estudiado por Popoviciu en 1930.
Y las propiedades de estas funciones, las requerimos para demostrar la generalización
del lema de Riesz, para la clase bV R

(',k)[a, b], el cual, junto con la construcción de un nuevo
espacio de funciones, es uno de los objetivos principales de este capítulo.

Para finalizar, presentamos algunas consecuencias de la generalización del lema de
Riesz, como condiciones necesarias y suficientes sobre dos '-funciones '1, '2, para
que bV R

('1,k)
[a, b] ⇢ bV R

('2,k)
[a, b] o se verifique la inclusión entre los respectivos espacios,

generados por estas clases. También demostramos que bV R
(',k)[a, b] es un espacio vectorial

si y sólo si ' verifica la condición 42, para valores grandes de t. También se deriva de
la generalización del lema de Riesz, que el espacio ˆRV (',k)[a, b] tiene una estructura de
álgebra y de espacio de Banach.

Por último, exponemos un resultado donde se sustituye la condición de lipschitzidad
global del operador composición, en la condición de Matkowski.de por la condición de
acotación uniforme,

La mayor parte de los resultados más importantes de este capítulo están expuestos en
el artículo [95], que elaboramos conjuntamente por los profesores José Luis Sánchez,
Hugo Leiva, Nelson Merentes.

3.1. '-funciones.

Iniciamos esta sección presentando el concepto de '-función también conocidas como
N�función o función de Young. El termino de N - función es frecuentemente utilizado
en libros sobre Espacios de Orlicz (ver por ejemplo [92, 94, 135]). La denominación
de función de Young se debe a que L. C. Young fue el primero en tratar este tipo de
funciones en [171].

Definición 3.1.1. ('-función) Una '�función es una función ' : [0,1) ! R que
cumple las siguientes condiciones:

1. '(t) = 0 sólo para t = 0.
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2. ' es estrictamente creciente.

3. ' es continua.

4. lı́m
t!1

'(t) = 1.

Observación 3.1.1. Si ' es una '-función y s, t 2 [0,1) y ↵, � 2 [0, 1], tales que
↵ + � = 1, entonces como ' es creciente, no negativa y ↵s + �t está entre s y t,
tenemos:

'(↵s+ �t)  max {'(s),'(t)}  '(s) + '(t).

Como toda función convexa ' : [0,1) ! R, es continua en (0,1), entonces para
una '- función convexa podemos sustituir la condición de continuidad en [0,1) por
continuidad en 0.

La clase de las '-funciones la denotamos en esta tesis por �. Las propiedades de esta
clase la resumimos en la siguiente proposición.

Proposición 3.1.1. Sean ', 2 � y c > 0, entonces las funciones:

'+  , '. , ' �  , '�1 , c', c > 0

y

' ^  = min {', } , ' _  = max {', }

están en �.

Algunos ejemplos de funciones '- funciones usados frecuentemente son:
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'(t) = atp, p > 0, a > 0.

'(t) = a(ebt � 1), a, b > 0
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Al tratar con muchos espacios donde intervienen las '-funciones se le exige la condición
adicional que sean convexas. Otras condiciones de uso frecuentes la exponemos en la
siguiente definición.

Definición 3.1.2. (Condiciones 11 y 42) Sea ' una '-función convexa, entonces:

1. ' cumple la condición 11 si lı́m
t!1

'(t)
t

= 1 .

2. ' cumple la condición 42(0) si existen números ⌘ > 0 , t0 > 0 tales que

'(2t)  ⌘'(t), t  t0.

.

3. ' cumple la condición 42(1) si existen números ⌘ > 0 , t0 > 0 tales que

'(2t)  ⌘'(t), t � t0.

.

Geométricamente la condición 11 significa que para valores “grandes” de t la gráfica
de la función ' está por encima de las rectas que pasan por el origen.

En la siguiente proposición exponemos algunas relaciones equivalentes con los conceptos
de la definición anterior y que son consecuencia de la definición de límite superior.

Proposición 3.1.2. Sea ' una '-función convexa, entonces:

1. ' cumple la condición 11 si y sólo si para todo ⌘ > 0 , existe t0, tal que
'(t) � ⌘t, t � t0.

2. ' cumple la condición 42(0) si y sólo si lím
t!0

sup '(2t)
'(t) < 1.

3. ' cumple la condición 42(1) si y sólo si lím
t!1

sup'(2t)
'(t) < 1.

En la siguiente proposición demostramos dos propiedades de las funciones convexas, de
uso frecuente.

Proposición 3.1.3. Sea ' : [0,1) ! [0,1) función convexa entonces:

1. Si '(0) = 0, entonces:
8

<

:

'(↵t)  ↵'(t), 0  ↵  1

'(↵t) � ↵'(t), 1  ↵
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2. Si '(0) = 0, la función t 2 (0,1) ! '(t)
t

es creciente.

3. Si ' es una '- función que cumple la condición 11, entonces

lı́m
t!0

'�1

✓

k

t

◆

t = 0, k > 0.

Demostración. 1. Sea 0  ↵ < 1, entonces de la convexidad de ', resulta

'(↵t)  ↵'(t) + (1� ↵)'(0) = ↵'(t), t � 0.

La segunda parte de 1. se obtiene aplicando la relación anterior a '
�

t
↵

�

, para ↵ > 1.

2. Sean 0 < s < t, entonces como ' es convexa y 0 < s
t
< 1, tenemos:

'(s) = '
⇣s

t
t
⌘

 s

t
'(t) +

⇣

1� s

t

⌘

'(0)  s

t
'(t).

De donde resulta:
'(s)

s
 '(t)

t
, 0 < s < t.

3. Haciendo el cambio de variable s = '�1
�

k
t

�

, tenemos que:

lı́m
t!0

'�1

✓

k

t

◆

t = lı́m
t!0

sk

'(s)
= 0.

⇤

3.2. Funciones de (', 1)-variación acotada.

El concepto de p-variación acotada presentado en 1910 por F. Riesz en [136] fué gene-
ralizado en 1953 por por Yu. T. Medved’ed en [112], de la siguiente manera.

Definición 3.2.1. ('-variación de Riesz ). Dadas una '-función ', u : [a, b] ! R y
una partición ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b], se definen:

�R
(',1)(u, ⇡) :=

n�1
X

j=1

'

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj|

y
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V R
(',1)(u; [a, b]) = V R

' (u) := sup
⇡2⇧b

a

�R
(',1)(u, ⇡).

El número V R
(',1)(u; [a, b]) se denomina '-variación en el sentido de Riesz de la función u

en el intervalo [a, b]. Si V R
(',1)(u; [a, b]) < 1, decimos que la función u tiene '-variación

o (', 1)-variación acotada o finita en el sentido de Riesz, en el intervalo [a, b] .

La clase de las funciones con '-variación acotada se denota por V R
(',1)[a, b] . Algunas

propiedades en relación con esta clase de funciones las exponemos en el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.2.1. Sea ' una '-función, entonces:

1. V R
(',1)(u) = 0 si y sólo si u=cte.

2. Si [s, t] ⇢ [a, b], entonces V R
(',1)(u; [s, t])  V R

(',1)(u; [a, b]).

3. Si ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b es una partición del intervalo [a, b] y t 2 [a, b]� ⇡,

entonces
�R
(',1)(u, ⇡)  �R

(',1)(u, ⇡ [ {t}).

4. Si t 2 [a, b], entonces V R
(',1)(u; [a, b]) = V R

(',1)(u; [a, t]) + V R
(',1)(u; [t, b]).

5. Lip[a, b] ⇢ V R
(',1)[a, b].

6. Si ' es convexa V R
(',1)[a, b] ⇢ BV [a, b] y

V (u; [a, b])  b� a+ V R
(',1)(u; [a, b]), u 2 V R

(',1)[a, b].

7. V R
(',1)[a, b] = BV [a, b] si ' no cumple la condición 11.

8. Si ' cumple la condición 11 y V R
(',1)(u; [a, b]) < 1, entonces u es acotada y

kuk1  |u(a)|+ sup
t2(a,b]

'�1

 

V R
(',1)(u)

t� a

!

(t� a).

9. V R
(',1)[a, b] es un conjunto simétrico y convexo.

10. ' es convexa si y sólo si la función V R
(',1) : V

R
(',1)[a, b] ! [0,1), definida por:

V R
(',1)(u) := V R

(',1)(u; [a, b]), u 2 V R
(',1)[a, b]
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es convexa.

Demostración. 1. es consecuencia de la siguiente relación:

'

✓

|u(t)� u(a|
|t� a|

◆

|t� a| = 0, a < t  b () u(t) = u(a).

2. es inmediata, pues la familia de las particiones del intervalo [s, t] está contenida en
la familia de las particiones del intervalo [a, b].

Demostremos la parte 3. Sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición de [a, b] y
t 2 [a, b]�⇡. Supongamos que existe i 2 {1, . . . , n� 1} , tal que ti < t < ti+1, entonces:

�R
(',1)(u, ⇡) =

n�1
X

j=1
j 6=i

'

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj|+ '

✓

|u(ti+1)� u(ti)|
|ti+1 � ti|

◆

|ti+1 � ti| .

Por desigualdad triangular y convexidad de ', tenemos:

'

✓

|u(ti+1)� u(ti)|
|ti+1 � ti|

◆

|ti+1 � ti| 

'

✓

|u(t)� u(ti)|
|t� ti|

|t� ti|
|ti+1 � ti|

+

|u(ti+1)� u(t)|
|ti+1 � t|

|ti+1 � t|
|ti+1 � ti|

◆

|ti+1 � ti| 

'

✓

|u(t)� u(ti)|
|t� ti|

◆

|t� ti|+ '

✓

|u(ti+1)� u(t)|
|ti+1 � t|

◆

|ti+1 � t| .

De esta manera, se obtiene:

�R
(',1)(u, ⇡) 

n�1
X

j=1
i 6=j

'

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj|+

'

✓

|u(t)� u(ti)|
|t� ti|

◆

|t� ti|+ '

✓

|u(ti+1)� u(t)|
|ti+1 � t|

◆

|ti+1 � t| =
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= �R
(',1)(u, ⇡ [ {t}).

Si a  t < t1 , tenemos:

�R
(',1)(u, ⇡)  �R

(',1)(u, ⇡) + '

✓

|u(t1)� u(t)|
|t1 � t|

◆

|t1 � t| = �R
(',1)(u, ⇡ [ {t}).

Si tn < t  b. se procede de forma similar.

4. Si ⇡1 es una partición de [a, t] y ⇡2 es una partición de [t, b], entonces ⇡1 [ ⇡2 es una
partición del intervalo [a, b] y de la definición de �R

(',1)(u, . ), se tiene que:

�R
(',1)(u, ⇡1) + �R

(',1)(u, ⇡2)  �R
(',1)(u, ⇡1 [ ⇡2).

Al tomar supremo, resulta:

V R
(',1)(u; [a, t]) + V R

(',1)(u; [t, b])  V R
(',1)(u; [a, b]).

Por otra parte, sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición del intervalo [a, b] y t 2 [a, b].

Podemos suponer, sin perdida de generalidad que t 2 [a, b]� ⇡.

Consideremos j 2 {1, . . . , n� 1}, tal que tj < t < tj+1. Entonces usando la desigualdad,
resulta:

�R
(',1)(u, ⇡) 

�R
(',1)(u, {t1, . . . , tj, t}) + �R

(',1)(u, {t, tj+1, . . . , tn}) 

V R
(',1)(u; [a, t]) + V R

(',1)(u; [t, b]).

Finalmente tomando sup
⇡2⇧b

a

�R
(',1)(u, ⇡) se obtiene la desigualdad requerida.

Para los casos a  t < t1 o tn < t  b se procede de manera análoga.

5. Siguiendo las ideas desarrolladas para demostrar que Lip[a, b] ⇢ RV(p,1)[a, b] (Pro-
posición 2.1.1) se concluye que si u 2 Lip[a, b], entonces V R

(',1)(u; [a, b])  '(K)(b� a),

donde
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K = sup
x 6=y

|u(x)� u(y)|
|x� y| .

6. Sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición de [a, b] y consideremos

� =

⇢

j = 1, . . . , n� 1 :

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

 1

�

,

entonces usando la convexidad de ' :

�(u, ⇡) =
n�1
X

j=1

|u(tj+1)� u(tj)| 

X

j2�

|tj+1 � tj|+
1

'(1)

X

j /2�

'

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj| 

b� a+
1

'(1)
V R
(',1)(u; [a, b]).

Al tomar supremo, resulta: V (u)  b� a+ V R
(',1)(u).

7. En 6. se demostró una de las inclusiones. Para la otra inclusión ver [97] o con lujo
de detalles en [126].

8. De la definición de (', 1)-variación, obtenemos que:

'

✓

|u(t)� u(a)|
t� a

◆

(t� a)  V R
(',1)(u), a < t  b.

De donde resulta que

|u(t)|  |u(a)|+ '�1

 

V R
(',1)(u)

t� a

!

(t� a), a < t  b.

Como ' cumple la condición 11, entonces '�1

✓

V R
(',1)(u)

t�a

◆

(t � a) es acotado en (a, b].

De donde se concluye:

kuk1  |u(a)|+ sup
t2(a,b]

'�1

 

V R
(',1)(u)

t� a

!

(t� a).
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9. Que V R
(',1)[a, b] es un conjunto simétrico, se deriva de la definición de (', 1)-variación.

Por otra parte, de la Observación 3.1.1, sobre '-funciones, tenemos que si s, t 2 [0,1)

y ↵, � 2 [0, 1], tales que ↵ + � = 1, entonces:

'(↵s+ �t)  max {'(s),'(t)}  '(s) + '(t).

De esta manera, si ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b], u, v 2 V R
(',1)[a, b] y

↵, � 2 [0, 1], ↵ + � = 1, entonces:

�R
(',1)(↵u+ �v, ⇡) =

n�1
X

j=1

'

✓

↵
|u(tj+1)� u(tj)|

|tj+1 � tj|
+ �

|v(tj+1)� c(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj| 

�R
(',1)(u, ⇡) + �R

(',1)(v, ⇡).

De esta relación, se concluye que:

V R
(',1)(↵u+ �v)  V R

(',1)(u) + V R
(',1)(v).

Y por tanto V R
(',1)[a, b] es convexo.

10. La implicación (=)) se obtiene del hecho que la convexidad de la función ' garantiza
que:

'

✓

|(↵u+ �v) (t)� (↵u+ �v) (s)|
|t� s|

◆

|t� s| 

↵'

✓

|u(t)� u(s)|
|t� s|

◆

|t� s|+ �'

✓

|v(t)� v(s)|
|t� s|

◆

|t� s| ,

u, v 2 R[a,b],↵, � 2 [0, 1],↵ + � = 1.

Para la demostración de la implicación ((=), observemos que si p, q 2 [0,1) y se
consideran u, v : [a, b] ! R definidas por:
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u(t) := pt, v(t) := qt, t 2 [a, b].

Entonces
V R
(',1)(u) = '(p)(b� a), V R

(',1)(v) = '(q)(b� a).

De esta manera, como la función V R
(',1)(·)es convexa, resulta que si ↵, � 2 R,↵+ � = 1,

'(↵p+ �q)(b� a) =

V R
(',1)(↵u+ �v)  ↵V R

(',1)(u) + �V R
(',1)(v) =

↵'(p)(b� a) + �'(q)(b� a).

De donde se concluye la convexidad de '. ⇤

Observación 3.2.1. Usando la conclusión de la parte 5, del teorema que venimos de
demostrar, nos permite exhibir una amplia gama de funciones de V R

(',1)[a, b], por ejemplo
toda función con derivada continua tiene (', 1)-variación acotada.

Observación 3.2.2. En vista de que la parte 7. asegura que V R
(',1)[a, b] ⇢6= BV [a, b] si

' es una '-función que verifica la condición 11, es usual imponer a ' esta condición,
cuando se trata con este tipo de funciones.

En el siguiente lema se presentan las posibilidades del valor del límite lı́m
t!1

sup '1(t)
'2(t)

, para
dos '-funciones '1 y '2 ; y su demostración es consecuencia directa de la definición de
límite superior.

Lema 3.2.1. Sean '1 y '2 '-funciones, entonces se verifica una de las dos siguientes
condiciones.

1. lı́m
t!1

sup '1(t)
'2(t)

< 1 si y sólo si existen ⌘ > 0, t0 > 0, tal que

'1(t)  ⌘'2(t), t � t0.

2. lı́m
t!1

sup '1(t)
'2(t)

= 1 si y sólo si existen ⌘ > 0, t0 > 0, tal que

'2(t)  ⌘'1(t), t � t0.
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En el siguiente teorema, presentamos una adaptación del Teorema 8.1 de [92] o del
Lema 2 de [42], para dar condiciones necesarias y suficientes sobre las '-funciones '1

y '2 para que V R
('1,1)

[a, b] ⇢ V R
('2,1)

[a, b].

Teorema 3.2.2. Sean '1 y '2 '-funciones convexas, entonces V R
('1,1)

[a, b] ⇢ V R
('2,1)

[a, b]

si y sólo si lı́m
t!1

sup '2(t)
'1(t)

< 1.

Demostración. Supongamos que lı́m
t!1

sup '2(t)
'1(t)

< 1,entonces por el Lema 3.2.1
existen ⌘ > 0, t0 > 0, tal que '2(t)  ⌘'1(t), t � t0.

Sean u 2 V R
('1,1)

[a, b] y ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición del intervalo [a, b].
Tomemos

� =

⇢

j = 1, . . . , n� 1 :

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

< t0

�

.

Entonces:

�R
('2,1)(u, ⇡) :=

n�1
X

j=1

'2

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj| =
X

j2�

+

X

j /2�



X

j2�

'2(to) |tj+1 � tj|+
X

j /2�

⌘'1

✓

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj| 

'2(t0)(b� a) + ⌘V R
('1,1)(u).

Tomando supremo, se infiere que V R
('1,1)

[a, b] ⇢ V R
('2,1)

[a, b].

Recíprocamente, procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que

V R
('1,1)[a, b] ⇢ V R

('2,1)[a, b] y lı́m
t!1

sup
'2(t)

'1(t)
= 1.

Entonces existen N1 > 0 y p1 > N1, tal que '2(p1) > 2'1(p1). Por el mismo argumento,
existen N2 > N1 + 1 y p2 > máx {p1, N2}, tal que '2(p2) > 2

2'1(p2).

De esta forma, inductivamente, podemos construir una sucesión creciente de números
positivos {pn}n�1, tales que:

lı́m
n!1

pn = 1 y '2(pn) > 2

n'1(pn), n � 1.
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Consideremos t0 = a. Como 0 < p1 < pn, n � 1, tenemos que 0 < '1(p1)
'1(pn)

< 1, n � 1, y
de esta manera, la sucesión {tn}n�1, definida recursivamente por la fórmula:

tn = tn�1 +
b� a

2

n

'1(p1)

'1(pn)
, n � 1,

es creciente y está contenida en [a, b].

Denotemos por t1 el elemento del intervalo [a, b] definido por t1 := lı́m
n!0

tn y considere-
mos la función w : [a, b] ! R, definida por:

w(t) :=

8

<

:

pn+1, tn  t < tn+1

0, t1  t

y definamos u(t) :=
´ t
a
w(s)ds, t 2 [a, b]. Entonces en cada intervalo [tn, tn+1], n � 0, la

función u es un segmento de recta con pendiente pn+1, n � 1. Así

V R
('1,1)(u; [tn, tn+1]) = '1(pn+1)(tn+1 � tn) =

b� a

2

n+1
'1(p1), n � 1.

De esta manera, usando la Proposición 3.2.1 resulta:

V R
('1,1)(u; [a, b]) =

1
X

n=0

V R
('1,1)(u; [tn, tn+1]) = (b� a)'1(p1).

Además

V R
('2,1)(u; [tn, tn+1]) = '2(pn+1)

b� a

2

n

'1(p1)

'1(pn+1)
� (b� a)'1(p1), n � 1.

De donde se concluye el absurdo u 2 V R
('1,1)

[a, b] y u /2 V R
('2,1)

[a, b]. ⇤

Siguiendo las ideas desarrolladas en la demostración del Teorema 8.2 de [92] obtenemos
el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1. Sea ' una '-función convexa, entonces V R
(',1)[a, b] es un espacio

vectorial si y sólo si ' cumple la condición 42(1).

Demostración. Supongamos que V R
(',1)[a, b] es un espacio vectorial, entonces si u

está en V R
(',1)[a, b], también está 2u. De está manera, si consideramos '1(t) := '(2t), t �
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0, tenemos que V R
(',1)[a, b] ⇢ V R

('1,1)
[a, b]. En consecuencia, el teorema anterior nos per-

mite asegurar que ' cumple la condición 42(1).

Recíprocamente, supongamos que ' cumple la condición 42(1), entonces existe nú-
meros ⌘ > 0 , t0 > 0 tales que '(2t)  ⌘'(t), t � t0.

Sea ↵ > 0. Escogiendo n como el menor número entero positivo tal que ↵
2n  1,

obtenemos:

'(↵t) = '
⇣

2

n ↵

2

n
t
⌘

 ↵

2

n
' (2

nt)  ↵

2

n
⌘n'(t), t � t0.

De este resultado y del Teorema 3.2.2, se obtiene que si consideramos la '-función
'1(t) := '(↵t), t 2 [0,1), entonces V R

(',1)[a, b] ⇢ V R
('1,1)

[a, b]; y por tanto si u está en
V R
(',1)[a, b], también está au, a > 0. Así, de la definición de (', 1)-variación se concluye

que au 2 V R
(',1)[a, b], a 2 R.

La otra parte de la demostración se deduce de la desigualdad:

'(s+ t) = '

✓

2(s+ t)

2

◆

 '(2s) + '(2t)

2

, s, t 2 [0,1).

⇤

De acuerdo a la proposición que acabamos de demostrar, la clase V R
(',1)[a, b] no siempre

es un espacio vectorial. Por esta razón introducimos la siguiente notación.

Definición 3.2.2. Dada una '-función ', denotamos por RV(',1)[a, b] al espacio vec-
torial generado por la clase V R

(',1)[a, b].

El siguiente lema nos permite dar una caracterización del espacio RV(',1)[a, b].

Lema 3.2.2. Sea A 6= 0 un subconjunto convexo y simétrico de un espacio vectorial X,
entonces:

1. 0 2 A.

2. El espacio vectorial generado por A es igual a:

< A >= {x 2 X : 9� > 0,�x 2 A} = [
�>0

�A.
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Demostración. 1. Si x 2 A, entonces por hipótesis 0 =

1
2x+

1
2(�x) 2 A.

2. Por definición A ⇢ [
�>0

�A ⇢< A >. Para demostrar que < A >⇢ [
�>0

�A, basta
verificar que [

�>0
�A es un espacio vectorial. En efecto, sean x, y 2 A y ↵ > 0, � > 0,

entonces:

↵x+ �y = (↵ + �)

✓

↵

↵ + �
x+

�

↵ + �
y

◆

2 (↵ + �)A.

Además si � 2 R y � > 0, entonces:

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

�(�x) = (��)x 2 [
�>0

�A, � > 0

�(�x) = 0 2 [
�>0

�A, � = 0

�(�x) = (���)(�x) 2 [
�>0

�A, � < 0 .

De esta manera obtenemos que [
�>0

�A es un espacio vectorial.

Veamos que [
�>0

�A = {x 2 R : 9� > 0,�x 2 A}.

En efecto, si z = �x, x 2 A,� > 0, entonces 1
�
z = x 2 A. Por otra parte, si �x 2 A,� >

0, entonces x =

1
�
(�x) 2 1

�
A. ⇤

Como consecuencia de esta lema y 9. del Teorema 3.2.1 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2. Sea ' una '-función, entonces el espacio vectorial generado por
V R
(',1)[a, b] es igual a

RV(',1)[a, b] =
�

u 2 R[a,b]
: 9� > 0, V R

(',1)(�u) < 1
 

.

Ahora verificamos que el espacio RV(',1)[a, b] tiene una estructura de álgebra.

Proposición 3.2.1. Sea ' una '-función convexa, entonces RV(',1)[a, b] es un álgebra,
con el producto usual de funciones.

Demostración. Sean u, v 2 RV(',1)[a, b], entonces existen números positivos �u,�v,
tales que �uu , �vv 2 V R

(',1)[a, b]. Sin perdida de generalidad podemos asumir que ni u,
ni v son la función nula. Consideremos � =

�u�v
�u kuk1+�vkvk1

. Entonces si ⇡ : a  t1 <

· · · < tn  b es una partición de [a, b], resulta:



Cap. 3 Funciones de (', 1)-variación acotada. 99

�R
(',1)(� u v) =

n�1
X

j=1

'

✓

|�(uv)(tj+1)� �(uv)(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj| 

n�1
X

j=1

'

✓

� kvk1
|u(tj+1)� u(tj)|

|tj+1 � tj|
+ � kuk1

|v(tj+1)� v(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj| .

Denotando:

�1 =
�v kvk1

�u kuk1 + �v kvk1
y �2 =

�u kuk1
� kuku1 + �v kvk1

tenemos que �1,�2 2 (0, 1) y �1 + �2 = 1.

Y de la convexidad de ' se obtiene que:

�R
(',1)(� u v) 

n�1
X

j=1

'

✓

�u�1
|u(tj+1)� u(tj)|

|tj+1 � tj|
+ �v�2

|v(tj+1)� (tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj | 

�1

n�1
X

j=1

'

✓

�u
|u(tj+1)� u(tj)|

|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj|+ �2

n�1
X

j=1

'

✓

�v
|v(tj+1)� v(tj)|

|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj| 

�1V (�uu) + �2V
R
(',1)(�vv) < 1.

De donde se deduce que V R
(',1)(�(uv))  V R

(',1)(�1u) + V R
(',1)(�2v) y por tanto uv 2

RV(',1)[a, b]. ⇤

En la sección 3 de [92] se introduce la siguiente definición.

Definición 3.2.3. Sean '1 y '2 '-funciones. Se dice que '2 � '1 si existen números
positivos ⌘ y t0, tales que '2(t)  '1(⌘t), t � t0.

Ahora hacemos una adaptación del teorema 5 de [42] para dar condiciones necesarias
y suficientes sobre las '-funciones '1 y '2 para que RV('1,1)[a, b] ⇢ RV('2,1)[a, b].

Proposición 3.2.2. Sean '1 y '2 '-funciones, entonces RV('1,1)[a, b] ⇢ RV('2,1)[a, b]

si y sólo si '2 � '1 .
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Demostración. Supongamos que '2 � '1 y sea u 2 RV('1,1)[a, b], entonces existe
� > 0, tal que V R

('1,1)
(�u) < 1. Usando la definición de la relación � y un argumen-

to similar al desarrollado en la primera parte de la demostración del Teorema 3.2.2,
considerando

� =

⇢

j = 1, . . . , n� 1 :

�

⌘

|u(tj+1)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

< t0

�

,

obtenemos:

V R
('2,1)

✓

�

⌘
u

◆

 '2(t0)(b� a) + V R
('1,1) (�u) .

Y así u 2 RV('1,1)[a, b].

Recíprocamente, procedamos por reducción al absurdo. Supongamos que se verifica la
inclusión RV('1,1)[a, b] ⇢ RV('2,1)[a, b] y no se cumple la relación '1 � '2.

Ahora procedemos de manera similar a la demostración de la segunda parte del Teorema
3.2.2, obtenemos que para ⌘ = 1, existen N1 > 0 y p1 > N1, tal que '2(p1) > 2'1(p1).

Considerando ⌘ = 2, existen N2 > N1 + 1 y p2 > máx {p1, N2} , tal que '2(p2) >

2

2 '1(2t). De esta forma, construimos, inductivamente, una sucesión creciente {pn}n�1

de números positivos, tales que:

lı́m
n!1

pn = 1 y '2(pn) > 2

n'1(npn), n � 1.

Ahora se considera la sucesión creciente de elementos del intervalo [a, b], construida por
recurrencia mediante la fórmula:

t0 = a, tn+1 = tn +
b� a

2

n

'1(p1)

'1(npn)
, n � 0.

Definimos t1 := lı́m
n!1

tn, y consideremos las funciones:

w(t) :=

8

<

:

pn+1, tn  t < tn+1

0, t1  t
y u(t) :=

ˆ t

a

w(s)ds, t 2 [a, b].

Para concluir se comprueba que:
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V R
('1,1)(u; [a, b]) = (b� a)'1(p1) y V R

('2,1)(u; [a, b]) = 1.

⇤

3.3. Norma sobre RV(',1)[a, b].

En esta sección, usamos el funcional de Minkowski para dotar al espacio RV(',1)[a, b] de
una norma k · kR(',1) que le dará una estructura de álgebra de Banach.

Dada una '-función convexa ', consideramos el conjunto:

A(',1) :=
�

u 2 RV(',1)[a, b] : V
R
(',1)(u)  1

 

.

De las propiedades de la clase V R
(',1)[a, b] (Teorema 3.2.1) y de la definición de RV(',1)[a, b],

resulta que A(',1) es convexo, simétrico y absorbente. Entonces el funcional de Minkows-
ki asociado al conjunto A(',1) viene definido por:

µA(',1)
(u) = µ(',1) = inf

n

� > 0 : V R
(',1)

⇣u

�

⌘

< 1

o

es una seminorma sobre el espacio RV(',1)[a, b]. (ver, por ejemplo [55]o [145]).

En la siguiente proposición presentamos algunas propiedades del funcional µ(',1).

Proposición 3.3.1. (ver [95]) Sea ' una '-función convexa, entonces:

1. Si µ(',1)(u) 6= 0, entonces V R
(',1)

⇣

u
µ(',1)(u)

⌘

 1.

2. Si � > µ(',1)(u), entonces V R
(',1)

�

u
�

�

 1.

3. Si 0  µ(',1)(u)  1, entonces V R
(',1) (u)  µ(',1)(u).

4.
n

� > 0 : V R
(',1)

�

µ
�

�

 1

o

=

8

<

:

⇥

µ(',1)(u) , 1
�

, µ(',1)(u) 6= 0

(0 , 1) , µ(',1)(u) = 0.

Demostración. 1. Sea � > 0, tal que V R
(',1)

�

u
�

�

 1. De la continuidad de ',
resulta:

1 � lı́m
�!µ(',1)(u)

V R
(',1)

⇣u

�

⌘

= V R
(',1)

✓

u

µ(',1)(u)

◆

.
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2. Es consecuencia de la definición de µ(',1).

3. Si µ(',1)(u) = 0, entonces de 2. y la convexidad de ', dado 0 < � < 1, se tiene:

1

�
V R
(',1) (u)  V R

(',1)

⇣u

�

⌘

 1.

Y así, V R
(',1) (u)  �,� 2 (0, 1), lo que asegura que V R

(',1) (u) = 0 = µ(',1)(u).

Si 0 < µ(',1)(u)  1, el resultado se desprende de la parte 1. y de la convexidad de
V R
(',1) ( · ).

La parte 4. es consecuencia de 1. y 2. ⇤

Consideremos la función k · kR(',1) : RV(',1)[a, b] ! [0,1) definida por:

kukR(',1) := |u(a)|+ µ(',1)(u), u 2 RV(',1)[a, b].

Veamos que
⇣

RV(',1)[a, b], k · kR(',1)
⌘

es un espacio normado.

Proposición 3.3.2. Sea ' una '-función convexa, entonces
⇣

RV(',1)[a, b], k · kR(',1)
⌘

es
un espacio normado.

Demostración. Como el funcional µ(',1) es una seminorma sobre RV(',1)[a, b], sólo
debemos demostrar que:

µ(',1)(u) = 0 () u = ctte.

En efecto, sea u 2 RV(',1)[a, b], tal que µ(',1)(u) = 0. Entonces necesariamente V R
(',1)(u) =

0, porque de no ser así, considerando 0 < � < min
n

1 , V R
(',1)(u)

o

, tenemos:

V R
(',1)

⇣u

�

⌘

� 1

�
V R
(',1)(u) > 1

y entonces µA(u) � min
n

1 , V R
(',1)(u)

o

> 0, lo cual contradictorio.

Como V R
(',1)(u) = 0 del Teorema 3.2.1 se concluye que u = ctte.

La parte recíproca es trivial. ⇤
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Observación 3.3.1. Con el mismo razonamiento podemos demostrar

k|u|kR(',1) := kuk1 + µ(',1)(u), u 2 RV(',1)[a, b]

es un norma sobre RV(',1)[a, b].

En el siguiente lema se exponen algunas propiedades de la convergencia en la norma
k · kR(',1) .

Lema 3.3.1. Sean ' una '-función convexa y u : [a, b] ! R, entonces:

1. kukR(',1) < " implica kuk1 <

 

sup
t2(a,b]

�

'�1
�

1
t�a

��

(t� a) + 1

!

".

2. Si {un}n�1 es una sucesión de Cauchy en con la norma k . kR(',1), entonces también
es una sucesión con la norma k · k1 .

3. Si {un}n�1

k·kR(',1)
�������! u , entonces {un}n�1

k·k1�����! u.

Demostración. 1. Si kukR(',1) < " de la definición de la norma k · kR(',1) y de las
propiedades del funcional µ(',1) (Proposición 3.3.1 ) resulta V R

(',1)

�

u
"

�

 1. Entonces de
la definición de (', 1)-variación.

|u(t)| 
 

sup
t2(a,b]

✓

'�1

✓

1

t� a

◆◆

(t� a) + 1

!

", t 2 [a, b].

De donde se obtiene la desigualdad buscada.

2. y 3. se deducen de 1. ⇤

Como consecuencia del lema anterior tenemos la siguiente proposición.

Proposición 3.3.3. (ver [18]) El espacio RV(',1)[a, b] es un espacio de Banach.

Mas aún L. Maligranda y W. Orlicz en [97] usan el Lema 2.1.2 para demostrar que:

Proposición 3.3.4. Sean ' una '-función convexa que verifica la condición 11, en-
tonces el espacio

⇣

RV(p'1)[a, b], k · kR(',1)
⌘

es un álgebra de Banach.

Para ver los detalles de la demostración de este resultado, se puede revisar la tesis de
grado de M. T. Neves [126].
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3.4. Generalización del Lema de Riesz para la Clase V R
(',1)[a, b].

En [112] Medved’ed generaliza el lema de Riesz (ver también [56]) para clase V R
(',1)[a, b]

en el teorema que exponemos a continuación.

Para una '-función ', L'[a, b] denota la clase de Orlicz de las funciones u 2 R[a,b] ,
tales que

´ b
a
' (|u(t)|) dt < 1.

Teorema 3.4.1. (Generalización del Lema de Riesz para la clase V R
(',1)[a, b] ). Sea '

una '-función convexa que cumple la condición 11. Entonces u 2 V R
(',1)[a, b] si sólo si

u 2 AC[a, b] y u0 2 L'[a, b] y ademas:

V R
(',1)(u; [a, b]) =

ˆ b

a

' (|u0
(t)|) dt.

Los detalles de la demostración pueden verse en [126].

Con el resultado de este lema podemos reescribir el funcional de Minkowski µ(',1) como

µ(',1)(u) = inf

⇢

� > 0 :

ˆ b

a

'

✓

|u0
(t)|
�

◆

< 1

�

, u 2 RV(',1)[a, b];

y la norma de la forma

kukR(',1) := |u(a)|+ inf

⇢

� > 0 :

ˆ b

a

'

✓

|u0
(t)|
�

◆

< 1

�

, u 2 RV(',1)[a, b].

3.5. Funciones de (', 2)-variación acotada en el sentido de Riesz.

Imitando el proceso para pasar del concepto (p, 1)-variación en el sentido de Riesz a
la noción de (p, 2)-variación en el sentido de Riesz, podemos introducir el concepto de
(', 2)-variación en el sentido de Riesz. Esta nueva definición la introduce N. Merentes
el año 1991 en [113].

Definición 3.5.1. ([113](', 2)-variación de Riesz ). Sean ' una '-función, u : [a, b] !
R y una partición ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b], con al menos tres puntos.
Se define:
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(3.5.1) �R
(',2)(u, ⇡) :=

n�2
X

j=1

'

✓

|u[tj, tj+1]� u[tj�1, tj]|
|tj+2 � tj|

◆

|tj+2 � tj|

y

V R
(',2)(u; [a, b]) := V (u) := sup

⇡2⇧b
a

�R
(',2)(u, ⇡).

El número V R
(',2)(u; [a, b]) se denomina (', 2)-variación en el sentido de Riesz de la

función u en el intervalo [a, b]. Si V R
(',2)(u; [a, b]) < 1, decimos que la función u tiene

(', 2)-variación acotada o finita en el sentido de Riesz, en el intervalo [a, b] .

La clase de las funciones u : [a, b] ! R, tales que V R
(',2)(u; [a, b]) < 1 se denota por

V R
(',2)[a, b] .

Ejemplo 3.5.1. Procediendo de manera similar a los ejemplos de funciones con (p, 2)-
variación acotada en el sentido de Riesz (Ejemplo 2.2.1) tenemos que si u : [a, b] ! R
es una función afín, V R

(',2)(u; [a, b]) = 0.

Ejemplo 3.5.2.

Si u es una parábola
u(t) = ↵t2 + �t+ �, t 2 [a, b],

usando las propiedades de las diferencias divididas (ver proposición 1.3.1), dados
t1 < t2 < t3

u[t2, t3]� u[t1, t2]

t3 � t1
= u[t1, t2, t3] = ↵.

Así resulta, que para una partición ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b],

�R
(',2)(u, ⇡) =

' (|↵|)
n�2
X

j=1

(tj+2 � tj) = 2(b� a)' (|↵|) = V R
(',2)(u; [a, b]).

En el siguiente teorema exponemos algunas propiedades de las funciones con (', 2)-
variación acotada.
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Teorema 3.5.1. Sea ' una '-función, entonces:

1. Si [s, t] ⇢ [a, b], entonces V R
(',2)(u; [s, t])  V R

(',2)(u; [a, b]).

2. Si t 2 [a, b], entonces V R
(',2)(u; [a, b]) � V R

(',2)(u; [a, t]) + V R
(',2)(u; [t, b]).

3.Si ' es convexa, V R
(',2)[a, b] ⇢ BV2[a, b] y

V2(u; [a, b])  2(b� a) +
1

'(1)
V R
(',2)(u; [a, b]), u 2 V R

(',2)[a, b].

4.V R
(',2)[a, b] = BV2[a, b] si ' no se cumple la condición 11.

5. V R
(',2)[a, b] ⇢ V R

(',1)[a, b].

6. V R
(',2)[a, b] es un conjunto simétrico y convexo.

7. ' es convexa si y sólo si la función V R
(',2) : V

R
(',2)[a, b] ! [0,1), que asocia a cada

función u 2 V R
(',2)[a, b], su (', 2)-variación, es convexa.

Demostración. 1. y 6. son consecuencia de la definición de (', 2)-variación.

Para 2. se procede de forma similar a la Proposiión1.3.5 .

3. Sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición de [a, b] con al menos tres puntos y
denotemos por

� =

⇢

j = 1, . . . , n� 2 :

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

 1

�

,

entonces:

�2(u, ⇡) =
n�1
X

j=1

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

|tj+2 � tj| 

X

j2�

|tj+2 � tj|+
1

'(1)

X

j /2�

'

✓

|u(t)� u(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj| 

2(b� a) +
1

'(1)
V R
(',1)(u; [a, b]).

Al tomar supremo, resulta: V (u)  2b� a+ 1
'(1)V

R
(k,1)(u).

4. En 3. demostramos una de las inclusiones. Para demostrar que BV2[a, b] ⇢ V R
(',2)[a, b]

procedemos como sigue:
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Como ' no cumple la condición 11, entonces lı́m sup
t!1

'(t)
t

es finito. De esta manera,

existen t0 > 0 y ⌘ > 0, tal que '(t)  ⌘t, t � t0.

Sean u 2 BV2[a, b] y ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición de [a, b] con al menos tres
puntos. Denotemos por

� =

⇢

j = 1, . . . , n� 2 :

|u[tj+1, tj+2]� u[tj, tj+1]|
|tj+2 � tj|

 t0

�

,

entonces:

�R
(',2)(u, ⇡) =

X

j2�

'

✓

|u[tj, tj+1]� u[tj�1, tj]|
|tj+2 � tj|

◆

|tj+2 � tj|+
X

j /2�

'

✓

|u[tj, tj+1]� u[tj�1, tj]|
|tj+2 � tj|

◆

|tj+2 � tj| 

X

j2�

'(t0) |tj+2 � tj|+
X

j /2�

⌘ |u[tj, tj+1]� u[tj�1, tj]| 

2'(t0)(b� a) + ⌘ V2(u).

Y por tanto V R
(',2)(u; [a, b]) < 1.

5. Sea u 2 V R
(',2)([a, b]), entonces de 3. tenemos que u 2 BV2[a, b] y por lo tanto u es

Lipschitz en [a, b] (Proposición 1.2.1). Sean K > 0, una constante de lipschitzidad de u

y ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición de [a, b], entonces:

�R
(',1)(u, ⇡)  '(K)

n�1
X

j=1

|tj+1 � tj| = '(K)(b� a).

De esta manera obtenemos que V R
(',1)(u; [a, b])  '(K)(b� a) y por tanto V R

(',2)[a, b] ⇢
V R
(',1)[a, b].

6. Se procede de manera similar a la parte 9. del Teorema 3.2.1.

7. La implicación =) se obtiene del hecho que la convexidad de la función ' implica
que:
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'

✓

|(↵u+ �v) [s, t]� (↵u+ �v) [r, s]|
|t� s|

◆

|t� s| 

↵'

✓

|u(t)� u(s)|
|t� s|

◆

|t� s|+ �'

✓

|v(t)� v(s)|
|t� s|

◆

|t� s| ,

u, v 2 R[a,b],↵, � 2 (0, 1),↵ + � = 1, a  r < s < t  b.

Para la demostración de la parte recíproca ((=), se observa que si p, q 2 [0,1) y se
consideran u, v : [a, b] ! R definidas por:

u(t) := pt2, v(t) := qt2, t 2 [a, b].

Entonces
V R
(',2)(u) = 2'(p)(b� a), V R

(',2)(v) = 2'(q)(b� a).

De esta manera, de la convexidad de la función V R
(',2)(·), resulta que si ↵, � 2 R,↵+� =

1,

2'(↵p+ �q)(b� a) =

V R
(',2)(↵u+ �v)  ↵V R

(',2)(u) + �V R
(',1)(v) =

2↵'(p)(b� a) + 2�'(q)(b� a).

De donde se concluye la convexidad de '. ⇤

Observación 3.5.1. En el lema 2.3 de [113], N. Merentes presenta una demostración
diferente de 3.

De forma similar al caso de las funciones de (', 1)-variación acotada, denotamos por
RV(',,2)[a, b] al espacio vectorial generado por V R

(',2)[a, b]. Según el Lema 3.2.2

RV(',2)[a, b] =
�

u 2 R[a,b]
: 9� > 0 3 V R

(',2)(�u; [a, b]) < 1
 

.

Introducida esta notación, podemos enunciar el siguiente corolario, que se deduce de la
parte 5. del Teorema 3.5.1
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Corolario 3.5.1. Sea ' una '-función, entonces RV(',2)[a, b] ⇢ RV(',1)[a, b].

Siguiendo las ideas desarrolladas en el caso de (p, 2)-variación, procedemos a dar una
definición alternativa de (', 2)-variación.

Definición 3.5.2. ((',2)-variación de Riesz. Definición Alternativa ) Sean ' una '-
función, u : [a, b] ! R y una partición ⇡ 2 ⇧

b
a,2 :

(3.5.2) ⇡ : a  t1 < t2  t3 < t4  t5 < · · · < t2n  b,

con al menos tres puntos. Se definen:

b�R
(',2)(u, ⇡) :=

n�1
X

j=1

'

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|

◆

|t2j+2 � t2j�1|

y

bV R
(',2)(u; [a, b]) = sup

⇡2⇧b
a,2

b�R
(',2)(u, ⇡).

La clase de las funciones u : [a, b] ! R, tales que bV R
(',2)(u; [a, b]) < 1 se denota por

bV(',2)[a, b] .

Ejemplo 3.5.3. De manera similar al Ejemplo 2.2.1 si u es una función afín, entonces
bV R
(',2)(u; [a, b]) = 0.

Ejemplo 3.5.4. Si u es una parábola u(t) = ↵t2 + �t + �, t 2 [a, b] y a  t1 < t2 
t3 < t4  b, tenemos que:

'

✓

�

�

�

�

u[t3, t4]� u[t1, t2]

t4 � t1

�

�

�

�

◆

= '

✓

|↵|
✓

1 +

t3 � t2
t4 � t1

◆◆

.

Así resulta, que para una partición ⇡ del intervalo [a, b] del tipo (3.5.2),

b�R
(',2)(u, ⇡) =

n�2
X

j=1

'

✓

|↵|
✓

1 +

t2j+1 � t2j
t2j+2 � t2j�1

◆◆

(t2j+2 � t2j�1).
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Al considerar sup
⇡2⇧b

a,2

b�R
(',2)(u, ⇡), resulta: bV R

(',2)(u; [a, b]) = '(2 |↵|)(b � a) (ver Ejemplo

2.2.3). De esta manera, al comparar con el ejemplo 3.5.2, concluimos, que para esta
función u,

V R
(',2)(u; [a, b]) < bV R

(',2)(u; [a, b]).

Ahora presentamos algunas de las propiedades de la clase de este tipo de funciones.

Teorema 3.5.2. Sea ' una '-función, entonces:

1. Si [s, t] ⇢ [a, b], entonces bV R
(',2)(u; [s, t])  bV R

(',2)(u; [a, b]).

2. Si t 2 [a, b], entonces bV R
(',2)(u; [a, b]) � bV R

(',2)(u; [a, t]) +
bV R
(',2)(u; [t, b]).

3. Si ' es convexa, bV R
(',2)[a, b] ⇢ ˆBV 2[a, b] y

bV2(u; [a, b])  2(b� a) +
1

'(1)
bV R
(',2)(u; [a, b]), u 2 bV R

(',2)[a, b].

4. bV R
(',2)[a, b] =

ˆBV 2[a, b] si ' no se cumple la condición 11.

5. bV R
(',2)[a, b] ⇢ V R

(',1)[a, b].

6. ˆV R
(',2)[a, b] es un conjunto simétrico y convexo.

7. ' es convexa si y sólo si la función

bV R
(',2) :

bV R
(',2)[a, b] ! [0,1)

que asocia a cada función de ˆV R
(',2)[a, b] su (', 2)-variación alternativa, es convexa.

Demostración. 1. es consecuencia de la definición alternativa de (', 2)-variación,
pues la familia de las particiones del intervalo [s, t] están contenidas en la familia de las
particiones del intervalo [a, b].

2. se desprende de la definición alternativa de (', 2)-variación

3. Se procede de forma similar a 3. de la Proposición 3.5.1. Sea ⇡ : a  t1 < t2  t3 <

t4  t5 < · · · < t2n  b, una partición de [a, b] con al menos tres puntos y denotemos
por
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� =

⇢

j = 1, . . . , n� 1 :

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|

 1

�

,

entonces:
b�2(u, ⇡) 

X

j2�

|t2j+2 � t2j�1|+
1

'(1)

X

j /2�

'

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|

◆

|t2j+2 � t2j�1| 

2(b� a) +
1

'(1)
bV R
(',2)(u; [a, b]).

Al tomar supremo, resulta: bV (u)  2(b� a) + 1
'(1)

bV R
(',2)(u).

4. Se imita el proceso de demostración para el caso de la variación V R
(',2) .

5. Como bV R
(',2)[a, b] ⇢ ˆBV2[a, b] = BV2[a, b] ⇢ Lip[a, b], se procede igual que en la

demostración de 5. del Teorema 3.5.1.

Para demostrar la parte 6., se siguen las ideas desarrolladas en 9. del Teorema 3.2.1.

Para 7. se procede en forma similar a 7. del Teorema 3.5.1 ⇤

Como en el caso de las funciones de (', 2)-variación acotada, denotamos por ˆRV (',,2)[a, b]

al espacio vectorial generado por bV R
(',2)[a, b]. Según el Lema 3.2.2

ˆRV (',2)[a, b] =
n

u 2 R[a,b]
: 9� > 0 3 bV R

(',2)(�u) < 1
o

.

En el siguiente teorema se establecen las relaciones entre los dos tipos de (', 2)-variaciones
que hemos definido.

Teorema 3.5.3. Sea ' una '-función convexa, entonces:

1. Si bV R
(',2)(u; [a, b]) < 1, entonces V R

(',2)(
u
3 ; [a, b]) 

2
3
bV R
(',2) (u; [a, b]) .

2. Si V R
(',2)(u; [a, b]) < 1, entoncesbV R

(',2)(
u
2 ; [a, b])  V R

(',2)(u; [a, b]).

3. ˆRV (',2)[a, b] = RV(',2)[a, b].

Demostración. 1. Sean u : [a, b] ! R, tal que bV R
(',2)(u; [a, b]) < 1 y a  t1 <

t2 < t3  b. Consideremos números a1, a2, b1, b2, tales que:

t1 < a1 < a2  t2 < b1 < b2  t3.
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Utilizando la desigualdad triangular resulta:

|u[t2, t3]� u[t1, t2]|
|t3 � t1|



|u[t2, t3]� u[a1, a2]|
|t3 � a1|

|t3 � a1|
|t3 � t1|

+

|u[a1, a2]� u[b1, b2]|
|b2 � a1|

|b2 � a1|
|t3 � t1|

+

|u[b1, b2]� u[t1, t2]|
|b2 � t1|

|b2 � t1|
|t3 � t1|

.

Entonces de la convexidad de ', tenemos:

'

✓

|u[t2, t3]� u[t1, t2]|
3 |t3 � t1|

◆



1

3



'

✓

|u[t2, t3]� u[a1, a2]|
|t3 � a1|

|t3 � a1|
|t3 � t1|

◆

+ '

✓

|u[a1, a2]� u[b1, b2]|
|b2 � a1|

|b2 � a1|
|t3 � t1|

◆

+

'

✓

|u[b1, b2]� u[t1, t2]|
|b2 � t1|

|b2 � t1|
|t3 � t1|

◆�

.

Como:

|t3 � a1|
|t3 � t1|

< 1,
|b2 � a1|
|t3 � t1|

< 1,
|b2 � t1|
|t3 � t1|

< 1,

se obtiene que:

'

✓

|u[t2, t3]� u[t1, t2]|
3 |t3 � t1|

◆



1

3



'

✓

|u[t2, t3]� u[a1, a2]|
|t3 � a1|

◆

|t3 � a1|+ '

✓

|u[a1, a2]� u[b1, b2]|
|b2 � a1|

◆

|b2 � a1|+

'

✓

|u[b1, b2]� u[t1, t2]|
|b2 � t1|

◆

|b2 � t1|
�

 1

3

bV R
(',2)(u; [t1, t3]).

De esta manera tenemos que si ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b es una partición de [a, b] y
procedemos de forma similar a la demostración del Teorema 1.3.1
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n�2
X

j=1

'

✓

|u[tj+1,tj+2]� u[tj, tj+1]|
3 |tj+2 � tj|

◆

|tj+2 � tj| 
1

3

n�2
X

j=1

bV R
(',2)(u; [tj, tj+2]) 

2

3

bV R
(',2)(u; [a, b]).

Así resulta que:

V R
(',2)

⇣u

3

; [a, b]
⌘

 2

3

bV R
(',2) (u; [a, b]) .

Por lo tanto ˆRV (',2)[a, b] ⇢ RV(',2)[a, b].

2. Por otra parte supongamos que V R
(',2)(u; [a, b]) < 1 y consideremos una partición de

[a, b],

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tnk  b.

De la desigualdad triangular resulta que para cada j = 1, . . . n� 1,

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|



|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j, t2j+1]|
|t2j+2 � t2j|

|t2j+2 � t2j|
|t2j+2 � t2j�1|

+

|u[t2j, t2j+1]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+1 � t2j�1|

|t2j+1 � t2j�1|
|t2j+2 � t2j�1|

.

Usando la convexidad, se obtiene:

'

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
2 |t2j+2 � t2j�1|

◆

|t2j+2 � t2j�1| 

1

2



'

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j, t2j+1]|
|t2j+2 � t2j|

◆

|t2j+2 � t2j|+

'

✓

|u[t2j, t2j+1]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+1 � t2j�1|

◆

|t2j+1 � t2j�1|
�

,

j = 1, . . . , n� 1.

Por lo tanto:
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b�R
(',2)(

u

2

, ⇡)  1

2

V R
(',2)[u; [a, b])

y así
bV R
(p,2)(

u

2

; [a, b])  V R
(',2)(u; [a, b]).

De 1. y 2. se concluye que RV(',k)[a, b] = ˆRV (',k)[a, b]. ⇤

Observación 3.5.2. Como RV(',k)[a, b] = ˆRV (',k)[a, b], de ahora en adelante nos refe-
riremos a este espacio utilizando, cualesquiera de estas dos notaciones.

Corolario 3.5.2. Sea ' una '-función convexa, entonces ˆRV (',2)[a, b] ⇢ RV(',1)[a, b].

3.6. Lema de Riesz para las funciones de (', 2)-variación acotada.

El siguiente lema nos será de utilidad para demostrar una generalización del lema de
Riesz y el mismo garantiza que ˆV R

(',2)[a, b] ⇢ C1
[a, b].

Lema 3.6.1. (ver [113]) Sea ' una '-función convexa que verifica la condición 11 y
u 2 bV R

(',2)[a, b], entonces u es derivable y u0 es continua en [a, b].

Demostración. Como bV R
(',2)[a, b] ⇢ ˆBV 2[a, b] = BV2[a, b], entonces por la Pro-

posición 1.2.2, la función u se puede escribir como diferencia de funciones convexas y
por tanto tiene derivadas laterales crecientes continuas, con u0

+ > u0
� ; y el conjunto E

donde la derivada de u no existe es numerable y u0 es continua en [a, b] � E (ver, por
ejemplo [141, 142, 144]).

Sea t0 2 E y denotemos por ↵t0 = u
0
+(t0) � u0

�(t0) > 0. Por definición de derivada
laterales, tenemos

u0
+(t0) = lı́m

h!0+
u[t0, t0 + h] , u0

�(t0) = lı́m
h!0+

u[t0, t0 � h].

De donde resulta:

↵t0 = lı́m
h!0+

u[t0, t0 + h]� u[t0, t0 � h]

h
.

Además de la definición alternativa de (', 2)-variación (Definición 1.2.2), se obtiene:



Cap. 3 Lema de Riesz para las funciones de (', 2)-variación acotada. 115

'

✓

2

u[t0, t0 + h]� u[t0, t0 � h]

h

◆

h  bV R
(',2)(u).

Pero como ' cumple la condición 11

lı́m
h!0+

'

✓

2

u[t0, t0 + h]� u[t0, t0 � h]

h

◆

h = 1,

lo que es contradictorio, pues bV R
(',2)(u) < 1. De esta manera E = � y u es derivable en

[a, b] y su derivada es continua. ⇤

Ahora demostramos una generalización del Lema de Riesz para la clase bV R
(',2)[a, b].

Teorema 3.6.1. (Generalización del Lema de Riesz para las funciones de bV R
(',2)[a, b])

Sea ' una '-función convexa que verifica la condición 11. u 2 bV R
(',2)[a, b] si sólo si

u0 2 AC[a, b] y u00 2 L'[a, b] y ademas:

V R
(',2)(u; [a, b]) =

ˆ b

a

' (|u00
(t)|) dt.

Demostración. Sean u 2 bV R
(',2)[a, b] y ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición de

[a, b]. Escojamos puntos s1, . . . , s2n de [a, b], tales que:

t1 = s1 < s2 < t2 = s3 < · · · < tn�1 = s2n�3 < s2n�2 < s2n�1 < s2n = tn.

Por el lema anterior u es derivable y u0 2 C1
[a, b] . Aplicando el teorema del valor

medio, podemos hallar

⇠j 2 (s2j�1, s2j) , j = 1, . . . , n,

tales que u0
(⇠j) = u[s2j�1, s2j], j = 1, . . . , n.

Además

n�1
X

j=1

'

✓

|u0
(⇠j+1)� u0

(⇠j)|
|s2j+2 � s2j|

◆

|s2j+2 � s2j| =
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n�1
X

j=1

'

✓

|u[s2j+1, s2j+2]� u[s2j�1, s2j]|
|s2j+2 � s2j|

◆

|s2j+2 � s2j|  bV R
(',2)[a, b].

Tomando límite cuando s2j ! s2j�1 = tj, j = 1, . . . , n�1 y s2n�1 ! s2n = tn, se obtiene
que ⇠j ! tj, j = 1, . . . , n. Y como u0 2 C[a, b], se concluye:

n�1
X

j=1

'

✓

|u0
(tj+1)� u0

(tj)|
|tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj|

lı́m
s2n�1!s2n

lı́m
s2j!s2j�1
j=1,...,n�1

n�1
X

j=1

'

✓

|u0
(⇠j+1)� u0

(⇠j)|
|s2j+2 � s2j|

◆

|s2j+2 � s2j|  bV R
(',2)(u; [a, b]).

De esta forma resulta que u0 2 V R
(',1)[a, b]. Y del lema de Riesz para la clase V R

(',1)[a, b]

(Teorema 3.4.1), tenemos que u0 2 AC[a, b], u00 2 L'[a, b] y

ˆ b

a

' (|u00
(t)|) dt  bV R

(',2)(u; [a, b]).

Recíprocamente, supongamos que u0 2 AC[a, b], u00 2 L'[a, b] y sea

⇡ : a  t1 < t2  t3 < t4  t5 < · · · < t2n  b,

un elemento de ⇧b
a,2. Por el teorema del valor medio, existen ⇠j 2 (t2j�1, t2j) , j = 1, . . . n,

tales que u0
(⇠j) = u[t2j�1, t2j], j = 1, . . . , n. Por tanto:

'

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|

◆

|t2j+2 � t2j�1| =

ˆ t2j+2

t2j�1

'

✓

|u0
(⇠j+1)� u0

(⇠j)|
|t2j+2 � t2j�1|

◆

d⇠ 
ˆ t2j+2

t2j�1

'

 ˆ ⇠j+1

⇠j

|u00
(t)|

|t2j+2 � t2j�1|
dt

!

d⇠ 

ˆ t2j+2

t2j�1

'

 ˆ t2j+2

t2j�1

|u00
(t)|

|t2j+2 � t2j�1|
dt

!

d⇠.

Usando la desigualdad de Jensen:
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ˆ t2j+2

t2j�1

'

 ˆ t2j+2

t2j�1

|u00
(t)|

|t2j+2 � t2j�1|
dt

!

d⇠ 
ˆ t2j+2

t2j�1

1

|t2j+2 � t2j�1|

ˆ
' (|u00

(t)|) dt.

Como

ˆ t2j+2

t2j�1

1

|t2j+2 � t2j�1|

ˆ t2j+2

t2j�1

' (|u00
(t)|) dt =

ˆ t2j+2

t2j�1

' (|u00
(t)|) dt,

concluimos que:

n�1
X

j=1

'

✓

|u[t2j+1, t2j+2]� u[t2j�1, t2j]|
|t2j+2 � t2j�1|

◆

|t2j+2 � t2j�1| 
ˆ b

a

' (|u00
(t)|) dt.

De esta manera, u 2 bV R
(',1)[a, b] y

bV R
(',1)(u; [a, b]) 

ˆ b

a

' (|u00
(t)|) dt.

⇤

Observación 3.6.1. En [113] se presenta una demostración errónea de la parte recípro-
ca de este teorema. Sin embargo, la conclusión es cierta como acabamos de demostrar.

3.7. Consecuencias del Lema de Riesz en bV R
(',2)[a, b] .

Esta sección la hemos dividido en varias subsecciones; cada una de ellas dedicadas a
mostrar algunos resultados que se derivan de la generalización del lema de Riesz para
las funciones de (', 2)-variación acotada.

3.7.1. El álgebra ˆRV (',2)[a, b]. El primer resultado se deduce inmediatamente
del Teorema 3.6.1

Corolario 3.7.1. Sea ' una '-función que verifica la condición 11, entonces:

1. u 2 bV R
(',2)[a, b] si y sólo si u0 2 bV R

(',1)[a, b].

2. u 2 ˆRV
R

(',2)[a, b] si y sólo si u0 2 RV(',1)[a, b].

Otro corolario que se deriva del Teorema 3.6.1 es el siguiente.
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Corolario 3.7.2. Sea ' una '-función que verifica la condición 11, entonces ˆRV (',2)[a, b]

es un álgebra, con el producto usual de funciones.

Demostración. Sean u, v 2 ˆRV (',2)[a, b], entonces existen números positivos, �, �,
tales que

ˆV R
(',2) (�u) < 1 y ˆV R

(',2) (�v) < 1.

De esta manera, por el Teorema 3.6.1, se tiene que �u0 , �v0 2 V(',1)[a, b]. Como

ˆRV (',2)[a, b] ⇢ ˆRV (',1)[a, b]

(Corolario 3.5.2), u , v 2 RV(',1). Entonces u, v, u0, v0 2 RV(',1)[a, b]. Siendo éste último
espacio un álgebra resulta que

(uv)0 = u0v + v0u 2 RV(',1)[a, b].

Es decir, existe ⌘ > 0, tal que ⌘(uv)0 2 V R
(',1)[a, b] y así uv 2 RV(',2)[a, b]. ⇤

3.7.2. Sobre las clases bV R
(',2)[a, b] y los espacios ˆRV (',2)[a, b]. Los siguientes

dos corolarios son adaptaciones de los teorema 3.8 y y 3.9 de [95]. En el primero de
ellos, damos condiciones necesarias y suficientes sobre dos '-funciones '1 y '1 para que
bV R
('1,2)

[a, b] ⇢ bV R
('2,2)

[a, b].

Corolario 3.7.3. Sean '1,'2 '-funciones convexas que verifican la condición 11,
entonces bV R

('1,2)
[a, b] ⇢ bV R

('2,2)
[a, b] si y sólo si lı́m

t!1
sup'2(t)

'1(t)
< 1.

Demostración. Supongamos que bV R
('1,2)

[a, b] ⇢ bV R
('2,2)

[a, b] y demostremos que se
cumple la inclusión bV R

('1,1)
[a, b] ⇢ bV R

('2,1)
[a, b] (ver Teorema 3.2.2). Sea u 2 bV R

('1,1)
[a, b],

entonces por las generalizaciones del lema de Riesz para las clases V R
(',1)[a, b] y bV R

(',2)[a, b]

(Teoremas 3.4.1 y 3.6.1), la función w : [a, b] ! R, definida por

w(t) :=

ˆ t

a

u(s)ds, t 2 [a, b]

está en bV R
('1,2)

[a, b]. Entonces aplicando nuevamente los Teoremas 3.4.1 y 3.6.1, se obtiene
que w0

= u 2 V R
('1,1)

[a, b]. De esta manera concluimos que bV R
('1,1)

[a, b] ⇢ bV R
('2,1)

[a, b].
Usando la Proposición 3.2.2 se obtiene la tesis.
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Recíprocamente, asumamos que lı́m
t!1

sup '2(t)
'1(t)

, entonces existen números ⌘ > 0 , t0 > 0

tales que '2(t)  ⌘'1(t), t � t0, entonces del Teorema 8.1 de [92] L'1 [a, b] ⇢ L'2 [a, b].

Sea u 2 bV R
('1,2)

[a, b]. Del Teorema 3.6.1, u0 2 AC[a, b] y u00 2 L'1 [a, b] y por tanto
u0 2 AC[a, b] y u00 2 L'2 [a, b]. Aplicando nuevamente el Teorema 3.6.1 se tiene que
u 2 bV R

('2,2)
[a, b]. ⇤

A continuación exponemos, condiciones necesarias y suficientes sobre una '-función '

para que la clase bV R
(',2)[a, b] sea un espacio vectorial.

Corolario 3.7.4. Sea ' una '-función convexa que verifica la condición 11, entonces
bV R
(',2)[a, b] es un espacio vectorial si y sólo si ' cumple la condición 42(1).

Demostración. Si bV R
(',2)[a, b] es un espacio vectorial, entonces si consideramos la

'-función '1, definida por '1(t) = '(2t), t � 0. Entonces de la definición alternativa
de (', 2)-variación (Definición 3.5.2) se concluye que bV R

(',2)[a, b] ⇢ bV R
('1,2)

[a, b] ; y por
el corolario anterior lı́m

t!1
sup '(2t)

'(t) es finito y por tanto existen números positivos t0 y
⌘ tales que '(2t)  ⌘'(t), t � t0. Es decir ' cumple la condición 42(1) (Definición
3.1.2).

Por otra parte, supongamos que existan números positivos t0 y ⌘ tales que '(2t) 
⌘'(t), t � t0, entonces por el teorema 8.2 de [92] L'[a, b] es un espacio vectorial. Veamos
que bV R

(',2)[a, b] también lo es. Sean u, v 2 bV R
(',2)[a, b], entonces por el Teorema 3.6.1

u0, v0 2 AC[a, b] y u00, v00 2 L'[a, b].

Como AC[a, b] y L'[a, b] son espacios vectoriales ↵u0
+ �v0 2 AC[a, b] y ↵u00

+ �v00 2
L'[a, b],↵, � 2 R. Aplicando nuevamente el Teorema 3.6.1, tenemos que ↵u + �v 2
bV R
(',2)[a, b],↵, � 2 R. Lo que garantiza que bV R

(',2)[a, b] es un espacio vectorial. ⇤

Como último resultado de esta parte, presentamos condiciones necesarias y suficientes
sobre dos '-funciones '1 y '1 para que ˆRV ('1,2)[a, b] ⇢ ˆRV ('2,2)[a, b].

Corolario 3.7.5. Sean '1 y '2 '-funciones convexas que verifican la condición 11,
entonces ˆRV ('1,2)[a, b] ⇢ ˆRV ('2,2)[a, b] si y sólo si '2 � '1.

Demostración. De acuerdo a la Proposición 3.2.2 basta demostrar que la hipótesis
ˆRV ('1,2)[a, b] ⇢ ˆRV ('2,2)[a, b] es equivalente a RV('1,1)[a, b] ⇢ RV('2,1)[a, b].
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Asumamos que ˆRV ('1,2)[a, b] ⇢ ˆRV ('2,2)[a, b] y sea u 2 RV('1,1)[a, b]. De la definición
del espacio RV('1,1)[a, b] y por el lema de Riesz (Teorema 3.4.1), existe � > 0, tal que
u 2 AC[a, b] y �u0 2 L'1 [a, b], entonces, considerando la integral indefinida de u; la
función:

w(t) :=

ˆ t

a

u(s)ds, t 2 [a, b],

está en ˆRV ('1,2)[a, b]; y por hipótesis, también está en ˆRV ('2,2)[a, b] . Usando el Teo-
rema 3.6.1 resulta que existe � > 0, tal que u 2 AC[a, b] y �u0 2 L'2 [a, b]. De donde
concluimos que RV('1,1)[a, b] ⇢ RV('2,1)[a, b].

Recíprocamente, asumamos que RV('1,1)[a, b] ⇢ RV('2,2)[a, b] y sea u 2 ˆRV ('1,2)[a, b].

Por el Teorema 3.6.1 existe � > 0, tal que u0 2 AC[a, b] y �u00 2 L'2 [a, b]. De esta
manera tenemos que u0 2 RV('1,1)[a, b] y por tanto u0 2 RV('1,1)[a, b]. Entonces, por el
Teorema 3.4.1, existe � > 0, tal que u0 2 AC[a, b] y �u00 2 L'2 [a, b]. En consecuencia
ˆRV ('1,2)[a, b] ⇢ ˆRV ('2,2)[a, b]. ⇤

3.7.3. El espacio de Banach RV(',2)[a, b] . Otra consecuencia inmediata, de
la generalización del lema de Riesz para las funciones con (', 2)-variación acotada, es
el dotar a el espacio RV(',2)[a, b] de una norma. En este espacio se define k · kR(',2) :

RV(',2)[a, b] ! [0,1), por:

kukR(',2) := |u(a)|+ ku0kR(',1) , u 2 RV(',2)[a, b]

o equivalentemente

kukR(',2) = |u(a)|+ |u0
(a)|+ inf

⇢

� > 0 :

ˆ b

a

'

✓

|u00
(t)|
�

◆

< 1

�

, u 2 RV(',2)[a, b].

Corolario 3.7.6. Sea ' una '-función que verifica la condición 11, entonces
⇣

RV(',2)[a, b], k · kR(',2)
⌘

es un espacio normado.
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A continuación demostramos que el espacio RV(',2)[a, b] con la norma k · kR(',2) es un
espacio de Banach.

Corolario 3.7.7. Sea ' una '-función que verifica la condición 11, entonces
⇣

RV(',2)[a, b], k · kR(',2)
⌘

es un espacio de Banach.

Demostración. Sea {un}1n=1 una sucesión de Cauchy en
⇣

RV(',2)[a, b], k · kR(',2)
⌘

,

entonces, dado " > 0, existe N > 0, tal que

|un(a)� um(a)|+ ku0
n � u0

mk
R
(',1) < ", n,m � N.

De esta manera {un(a)}1n=1 es un sucesión de Cauchy de números reales y {u0
n}

1
n=1 es

una sucesión de Cauchy en
⇣

RV(',1)[a, b], k · kR(',1)
⌘

. Por completitud de R y del espacio
⇣

RV(',1)[a, b], k · kR(',1)
⌘

, existen un número real u⇤ y una función u 2 RV(',1)[a, b], tales
que:

un(a) ! u⇤ y {u0
n}

1
n=1

k.kR(',1)
�������! v.

Definamos u : [a, b] ! R, como:

u(t) := u⇤
+

ˆ t

a

v(s)ds, t 2 [a, b].

Entonces, por construcción de u, se tiene:

kun � ukR(',2) = |un(a)� u⇤|+ ku0
n � vkR(',1) , n � 1.

Y por tanto {un}1n=1

k.kR(',2)
�������! u. ⇤

3.8. Funciones de (', k)-variación acotada.

Esta sección la dedicamos a generalizar las nociones de (', 1), (', 2) y (p, k) variación
y algunas de sus propiedades. Todos los resultados aquí expuestos son originales (ver
[95]) y están en proceso de arbitraje.
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Definición 3.8.1. Sean k � 1, un número entero, ' una '-función y u : [a, b] ! R.
Dada una partición ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b del intervalo [a, b], con al menos k + 1

puntos; definimos:

(3.8.1) �R
(',k)(u, ⇡) :=

n�k
X

j=1

'

✓

|u[tj+1, . . . , tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]|
|tj+k � tj|

◆

|tj+k � tj| .

y

V R
(',k)(u; [a, b]) = V R

(',k)(u) := sup
⇡
�R
(',k)(u, ⇡),

donde el supremo se toma sobre todas las particiones ⇡ del intervalo [a, b], con al menos
k + 1 puntos. Si V R

(',k)(u; [a, b]) < 1 diremos que la función u tiene (', k)-variación
acotada o finita en el intervalo [a, b] y la clase de tales funciones la denotamos por
V R

(',k)[a, b] .

Observación 3.8.1. Si k = 1, ésta definición es el clásico concepto de '-variación en
el sentido de Riesz, considerada por Yu. T. Medved’ed en 1953 en [112]. Si k = 2, esta
noción es el concepto de (', 2)-variación tratada por N. Merentes en [113].

Observación 3.8.2. Usando propiedades de las diferencias divididas (ver proposición
1.3.1), podemos reescribir la suma (3.8.1), como:

n�k
X

j=1

' (|u[tj, tj+1, . . . , tj+k]|) |tj+k � tj| .

Observación 3.8.3. Por otra parte, siguiendo las ideas desarrolladas en la observación
2.3.3 para el caso de (p, k)-variación, resulta que si p(t) = antn + an�1tn�1

+ · · · + a

entonces:

�R
(',k)(p) =

8

<

:

0, n < k

' (|ak|) k (b� a), n = k.

En el siguiente teorema exponemos algunas propiedades de la clase V R
(',k)[a, b].

Teorema 3.8.1. Sean k > 0 un número entero y ' una '- función, entonces:

1. Si [s, t] ⇢ [a, b], entonces V R
(',k)(u; [s, t])  V R

(',k)(u; [a, b]).
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2. Si t 2 [a, b], entonces V R
(',k)(u; [a, b]) � V R

(',k)(u; [a, t]) + V R
(',k)(u; [t, b]).

3. Si ' es convexa, V R
(',k)[a, b] ⇢ BVk[a, b] y

Vk(u; [a, b])  k(b� a) +
1

'(1)
V R
(',k)(u; [a, b]), u 2 V R

(',k)[a, b].

4. V R
(',k)[a, b] = BVk[a, b] si ' no cumple la condición 11.

5. V R
(',k+1)[a, b] ⇢ V R

(',k)[a, b].

6. V R
(',k)[a, b] es un conjunto simétrico y convexo.

7. ' es convexa si y sólo si la función V R
(',k) : V

R
(',k)[a, b] ! [0,1), definida por:

V R
(',k)(u) = V R

(',k)(u; [a, b]), u 2 V R
(',k)[a, b]

es convexa.

Demostración. Sólo demostraremos la parte 5. Para las demás se procede de
manera similar a la demostración del teorema 3.5.1.

Sea u 2 V R
(',k+1)[a, b]. De la parte 3. tenemos que V R

(',k+1)[a, b] ⇢ BVk+1[a, b], entonces
por el Teorema 1.3.2 las diferencias divididas |u[t1, . . . , tk+1]| , t1, . . . , tk+1 2 [a, b] son
acotadas. Denotemos por M una cota superior y sea ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una
partición del intervalo [a, b], con al menos k + 1 puntos, entonces:

�R
(',k)(u, ⇡)  '(M)

n�k
X

j=1

|tj+k � tj|  '(M)k(b� a).

De aquí se infiere que V R
(',k+1)[a, b] ⇢ V R

(',k)[a, b]. ⇤

De forma similar al caso de las funciones de (', 1) o (', 2) variación acotada, denotamos
por RV(',k)[a, b] al espacio vectorial generado por V R

(',k)[a, b]. Según el Lema 3.2.2

RV(',k)[a, b] =
�

u 2 R[a,b]
: 9� > 0 3 V R

(',k)(�u; [a, b]) < 1
 

.

De la parte 5. del Teorema 3.8.1 se obtiene el siguiente corolario.
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Corolario 3.8.1. Sean k > 0 un número entero y ' una '-función, entonces:

RV(',k+1)[a, b] ⇢ RV(',k)[a, b].

A continuación procedemos a dar una definición alternativa de (', k)-variación.

Definición 3.8.2. ((',k)-variación de Riesz. Definición Alternativa). Sean k > 0 un
número entero, ' una '-función, u : [a, b] ! R y ⇡ 2 ⇧

b
a,k una partición del intervalo

[a, b] del tipo

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tkn  b.

Definimos:

�̂R
(',k)(u, ⇡) :=

n�1
X

j=1

'

 

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

y

ˆV R
(',k)(u; [a, b]) = ˆV R

(',k)(u) := sup
⇡2⇧b

a,k

�̂R
(',k)(u, ⇡).

La clase de las funciones u : [a, b] ! R, tales que ˆV R
(',k)(u; [a, b]) < 1, la denotamos por

ˆV R
(',k)[a, b] .

Ejemplo 3.8.1. De las propiedades de diferencias divididas (Proposición 1.3.1 ) se tiene
que si u es un polinomio de grado menor o igual a k � 1, entonces �̂R

(',k)(u, ⇡) = 0, ⇡ 2
⇧

b
a,k y así ˆV R

(',k)(u; [a, b]) = 0 en cualquier intervalo [a, b].

Lema 3.8.1. Sea v : [a, b] ! R y consideremos la función u : [a, b] ! R, definida por
u(t) := tv(t), t 2 [a, b]. Entonces:

u[t1, . . . , tn] = tnv[t1, . . . , tn] + v[t1, . . . , tn�1], a  t1 < · · · < tn  b.

En particular, si k es un entero positivo y v(t) = ↵tk�1 y u(t) = ↵tk, entonces:
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u[t1, . . . , tk] = ↵(tk + · · · t1), a  t1 < · · · < tk  b.

Demostración. Procedamos inductivamente. Para n = 1 el resultado es obvio.
Para n = 2,

u[t1, t2] =
t2v(t2)� t1v(t1)

t2 � t1
=

t2(v(t2)� v(t1))

t2 � t1
+ v(t1) =

t2v[t1, t2] + v(t1), a  t1 < t2  b.

Supongamos que la conclusión es cierta para algún valor de n � 2. Entonces

u[t1, . . . , tn+1] =
u[t2, . . . , tn+1]� u[t1, . . . , tn]

tn+1 � t1
=

tn+1v[t2, . . . , tn+1] + v[t2, . . . , tn]� tnv[t1, . . . , tn]� v[t1, . . . , tn�1]

tn+1 � t1
=

tn+1 (v[t2, . . . , tn+1]� v[t1, . . . , tn]) + v[t1, . . . , tn](tn � t1) + (tn+1 � tn)v[t1, . . . , tn]

tn+1 � t1
=

tn+1v[t, . . . , tn+1] + v[t1, . . . , tn].

La otra parte es consecuencia directa del resultado que acabamos de demostrar. ⇤

Ejemplo 3.8.2. Si k es un entero positivo y consideramos la función u(t) = ↵tk, t 2 [a, b]

y la partición ⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tkn  b de [a, b],

entonces del lema anterior, resulta:

b�R
(',k)(u, ⇡) =

n�1
X

j=1

'

 

�

�↵
�

tjk+1 + · · ·+ t(j+1)k � t(j�1)k+1 � · · ·� tjk
�

�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

� .



Cap. 3 Funciones de (', k)-variación acotada. 126

El mayor valor de la suma anterior se toma cuando tjk+1 " t(j+1)k y tjk # t(j�1)k+1,
j = 1, . . . , n� 1 igual a '(k |↵|)(b� a). Es decir,

bV R
(',k)(↵t

k
; [a, b]) = '(k |↵|)(b� a).

En el siguiente teorema presentamos en 1. la relación que existe entre la variación bV R
(',k)

de una función en un intervalo y subintervalos.

Teorema 3.8.2. Sea ' una '- función, entonces:

1. Si [s, t] ⇢ [a, b], entonces bV R
(',k)(u; [s, t])  bV R

(',k)(u; [a, b]).

2. Si t 2 [a, b], entonces bV R
(',k)(u; [a, b]) � bV R

(',k)(u; [a, t]) +
bV R
(',k)(u; [t, b]).

3. Si ' es convexa, bV R
(',k)[a, b] ⇢ ˆBV k[a, b] y

bVk(u; [a, b])  2(b� a) +
1

'(1)
bV R
(',k)(u; [a, b]), u 2 bV R

(',k)[a, b].

4. bV R
(',k)[a, b] =

ˆBV k[a, b] si ' no cumple la condición 11.

5. ˆV R
(',k)[a, b] es un conjunto simétrico y convexo.

6. ' es convexa si y sólo si la función bV R
(',k) :

bV R
(',2)[a, b] ! [0,1) que asocia a cada

función u 2 bV R
(',k)[a, b] su (', k)-variación alternativa es convexa.

Demostración. 1. es consecuencia de la definición de (', 2)-variación.

La parte 2. se desprende de la definición alternativa de (', 2)-variación.

Para 3., se procede de forma similar a 3. de la Proposiciøn 3.5.2.

Para concluir 4., se imita el proceso de demostración para el caso de la variación bV R
(',2)

(Teorema 3.5.2)

Para 5. se procede como 6. del teorema 3.5.1

6. Se realiza de manera análoga a 7. del teorema 3.5.1, tomando u(t) = ptk y v(t) = qtk

y usando resultado de ejemplo 3.8.2. ⇤

Dados un número entero positivo k y una '-función ', denotamos por ˆRV (',k)[a, b] al
espacio vectorial generado por la clase bV R

(',k)[a, b]. Según el Lema 3.2.2
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ˆRV (',k)[a, b] =
n

u 2 R[a,b]
: 9� > 0 3 bV R

(',k)(�u; [a, b]) < 1
o

.

En el siguiente teorema demostramos las relaciones entre las variaciones V R
(',k) y bV R

(',k)

que nos permiten afirmar que ˆRV (',k)[a, b] = RV (',k)[a, b].

Teorema 3.8.3. (ver [95]) Sean k > 0 un número entero y ' una '-función convexa,
entonces:

1. Si bV R
(',k)(u; [a, b]) < 1, entonces V R

(',k)(
u
3 ; [a, b]) 

k
3
bV R
(',k) (u; [a, b]) .

2. Si V R
(',k)(u; [a, b]) < 1, entonces bV R

(',k)(
u
k
; [a, b])  V R

(',k)(u; [a, b]).

3. ˆRV (',k)[a, b] = RV(',k)[a, b].

Demostración. 1. Sea u : [a, b] ! R, tal que bV R
(',k)(u; [a, b]) < 1 y a  t1 < · · · <

tk+1  b. Consideremos números a1, . . . , an y b1, . . . , bn tales que:

t1 < a1 < · · · < an  t2 y tk < b1 < · · · < bn  tk+1.

Utilizando la desigualdad triangular resulta:

|u[t2, . . . , tk+1]� u[t1, . . . , tk]|
|tk+1 � t1|



|u[t2, . . . , tk+1]� u[a1, . . . , ak]|
|tk+1 � a1|

|tk+1 � a1|
|tk+1 � t1|

+

|u[a1, . . . , ak]� u[b1, . . . , bk]|
|bk � a1|

|bk � a1|
|tk+1 � t1|

+

|u[b1, . . . , bk]� u[t1, . . . tk]|
|bk � t1|

|bk � t1|
|tk+1 � t1|

.

Entonces de la convexidad de ', tenemos:

'

✓

|u[t2, . . . , tk+1]� u[t1, . . . , tk]|
3 |tk+1 � t1|

◆

|tk+1 � t1| 

1

3



'

✓

|u[t2, . . . , tk+1]� u[a1, . . . , ak]|
|tk+1 � a1|

◆

|tk+1 � a1|+

'

✓

|u[a1, . . . , ak]� u[b1, . . . , bk]|
|bk � a1|

◆

|bk � a1|
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'

✓

|u[b1, . . . , bk]� u[t1, . . . tk]|
|bk � t1|

◆

|bk � t1|
�



1

3

bV R
(',k)(u; [t1, tk]).

De esta manera tenemos que si ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b es una partición de [a, b] y
procedemos de forma similar a la demostración del Teorema 1.3.1

n�k
X

j=1

'

✓

|u[tj+1,...,tj+k]� u[tj, . . . , tj+k�1]|
3 |tj+k � tj|

◆

|tj+k � tj| 
1

3

n�k
X

j=1

bV R
(',k)(u; [tj, tj+k]) 

k

3

bV R
(',k)(u; [a, b]).

Así resulta que:

V R
(',k)(

u

3

; [a, b])  k

3

bV R
(',k) (u; [a, b]) .

Por lo tanto ˆRV (',k)[a, b] ⇢ RV(',k)[a, b].

2. Por otra parte supongamos que V R
(',k)(u; [a, b]) < 1 y consideremos una partición

⇡ : a  t1 < · · · < tk  tk+1 < · · · < t2k  t2k+1 < · · · < tnk  b.

De la desigualdad triangular resulta que para cada j = 1, . . . n� 1,

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�



�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[tjk, . . . , tjk+k�1]
�

�

�

�t(j+1)k � tjk
�

�

�

�t(j+1)k � tjk
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

+

|u[tjk, . . . , tjk+k�1]� u[tjk�1, . . . , tjk+k�2]|
�

�t(j+1)k�1 � tjk�1

�

�

�

�t(j+1)k�1 � tjk�1

�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

+ . . .+

. . .+

�

�u[t(j�1)k+2, . . . , tjk,tjk+1]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�tjk+1 � t(j�1)k+1

�

�

�

�tjk+1 � t(j�1)k+1

�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

.

Utilizndo la convexidad de la función ', se obtiene:
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'

 

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

k
�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

� 

1

k

"

'

 

|u[tjk, . . . , tjk+k�1]� u[tjk�1, . . . , tjk+k�2]|
�

�t(j+1)k�1 � tjk�1

�

�

!

�

�t(j+1)k�1 � tjk�1

�

�

+ . . .+

. . .+ '

 

�

�u[t(j�1)k+2, . . . , tjk,tjk+1]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk]
�

�

�

�tjk+1 � t(j�1)k+1

�

�

!

�

�tjk+1 � t(j�1)k+1

�

�

#



1

k
V R
(',k)(u; [a, b]).

De esta forma tenemos:

b�R
(',k)(

u

2

, ⇡)  1

k
V R
(',k)(u; [a, b])

y por lo tanto RV(',k)[a, b] ⇢ ˆRV (',k)[a, b].

De 1. y 2. se concluye que RV(',k)[a, b] = ˆRV (',k)[a, b]. ⇤

Corolario 3.8.2. Sean k > 0 un número entero y ' una '-función, entonces:

ˆRV (',k+1)[a, b] ⇢ ˆRV (',k)[a, b].

3.9. Lema de Riesz para las funciones de (', k)-variación acotada.

El siguiente lema nos será de utilidad para demostrar una generalización del lema de
Riesz para las funciones de la clase bV R

(',k)[a, b].

Lema 3.9.1. (ver [95]) Sean k > 0 un número entero, ' una '-función convexa que
verifica la condición 11 y u 2 bV R

(',k)[a, b], entonces existe la derivada u(k�1) y es continua
en [a, b].
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Demostración. El caso k = 1 es consecuencia del lema de Riesz para funciones
con (', 1)-variación acotada (Teorema 3.4.1). El caso k = 2 se demostró en el Lema
3.6.1. Supongamos u 2 bV R

(',k)[a, b], k � 3. Como bV R
(',k)[a, b] ⇢ ˆBV k[a, b] = BVk[a, b], k �

3 (Teoremas 3.8.2 y 1.3.1), u(k�2) 2 BV2[a, b] y por lo tanto u(k�2) es continua y se puede
escribir como diferencia de funciones convexas (Teorema 1.3.2). De esta manera, u(k�2)

tiene derivadas laterales crecientes, con u(k�1)
+ > u(k�1)

� y son continuas; y el conjunto
E donde la derivada de u(k�1) no existe es numerable y u(k�1) es continua en [a, b]�E

(ver, por ejemplo [141, 142, 144]).

Sea t0 2 E y denotemos por ↵t0 = u(k�1)
+ (t0)�u(k�1)

� (t0) > 0 . Por definición de derivada
laterales, tenemos

u(k�1)
+ (t0) = lı́m

h!0+

u(k�2)
(t0 + h)� u(k�2)

(t0)

h
,

u(k�1)
+ (t0) = lı́m

h!0+

u(k�2)
(t0 � h)� u(k�2)

(t0)

h
.

Utilizando la definición de diferencias divididas para puntos iguales (Observación 1.3.1),
tenemos:

u(k�1)
+ (t0) = (k � 2)! lı́m

h!0+

u[t0 + h,
k � 1veces
| {z } , t0 + h]� u[t0,

k � 1veces
| {z } , t0]

h
,

u(k�1)
� (t0) = (k � 2)! lı́m

h!0+

u[t0 � h,
k � 1veces
| {z } , t0 � h]� u[t0,

k � 1veces
| {z } , t0]

h
.

Sean t1, . . . , tk�2, s1, . . . , sk�2 2 (a, b) y h > 0, tal que:

a  t0 � h < t1 < · · · < tk�2 < s1 < · · · < sk�2 < t0 + h  b.

Entonces:
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↵t0 = (k � 2)! lı́m
h!0+

0

B

B

B

B

B

@

lı́m
s1 ! t0 + h

t1 ! t0 � h

�

�

�

�

u[s1, . . . , sk�2, t0 + h]� u[t0 � h, t1, . . . , tk�2]

h

�

�

�

�

1

C

C

C

C

C

A

.

Pero

'

✓

�

�

�

�

u[s1, . . . , sk�2, t0 + h]� u[t0 � h, t1, . . . , tk�2]

h

�

�

�

�

◆

h  ˆV R
(',k)(u; [a, b]).

Y como ' cumple la condición 11, resulta:

lı́m
h!0+

'

✓

�

�

�

�

u[s1, . . . , sk�2, t0 + h]� u[t0 � h, t1, . . . , tk�2]

h

�

�

�

�

◆

h = 1.

De esta manera obtenemos la conclusión absurda:

1 = lı́m
h!0+

↵t0

(k � 2)!

h  1

(k � 2)!

ˆV R
(',k)(u[a, b]).

De esta manera E = � y u(k�1) 2 C[a, b]. ⇤

Ahora presentamos el resultado más importante de este capítulo.

Teorema 3.9.1. (Generalización del Lema de Riesz para las funciones de bV R
(',k)[a, b] ver

[95]) Sean k > 0 un número entero y ' una '-función convexa que verifica la condición
11. Entonces u 2 bV R

(',k)[a, b] si sólo si u(k�1) 2 AC[a, b] y u(k)

(k�1)! 2 L'[a, b] y ademas:

bV R
(',k)(u; [a, b]) =

ˆ b

a

'

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!

dt.

Demostración. Sea u 2 bV R
(',k)[a, b] y ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b una partición de

[a, b]. Escojamos puntos s1, . . . , snk de [a, b], tales que:

t1 = s1 < · · · < sk < t2 = sk+1 < · · · < s2k < t3 = s2k+1 < · · ·
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· · · < tn�1 = s(n�2)k+1 < · · · < s(n�1)k < s(n�1)k+1 < · · · < snk = tn.

De propiedades de las diferencias divididas (Proposición1.3.1), existen

⇠j 2
�

s(j�1)k+1, sjk
�

, j = 1, . . . , n

tales que

u(k�1)
(⇠j)

(k � 1)!

= u[s(j�1)k+1, . . . , sjk], j = 1, . . . , n.

Como u 2 bV R
(',k)[a, b], tenemos:

n�1
X

j=1

'

 

u(k�1
(⇠j+1)� u(k�1)

(⇠j)

(k � 1)!

�

�s(j+1)k � sjk
�

�

!

�

�s(j+1)k � sjk
�

�

=

n�1
X

j=1

'

 

�

�u[s(j�1)k+1, . . . , sjk]� u[s(j�1)k+1, . . . , sjk]
�

�

(k � 1)!

�

�s(j+1)k � sjk
�

�

!

�

�s(j+1)k � sjk
�

� 

bV R
(',k)

✓

u

(k � 1)!

; [a, b]

◆

 bV R
(',k) (u; [a, b]) .

Tomando límite, cuando sjk # s(j�1)k+1 = tj, j = 1, . . . n � 1 y s(n�1)k+ " snk = tn,
obtenemos que ⇠j ! tj, j = 1, , n. Como u(k�1) es continua en [a, b], concluimos que:

�R
(',1)

✓

u(k�1)

(k � 1)!

, ⇡

◆

=

n�1
X

j=1

'

✓

u(k�1)
(tj+1)� u(k�1)

(tj)

(k � 1)! |tj+1 � tj|

◆

|tj+1 � tj|  bV R
(',k) (u; [a, b]) .

En consecuencia u(k�1)

(k�1)! 2 V R
(',1)[a, b]. Por la generalización del lema de Riesz para la

clase V R
(',1)[a, b] (Teorema 3.4.1), resulta

u(k�1)

(k � 1)!

2 AC[a, b] y
u(k)

(k � 1)!

2 L'[a, b].

Además
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V R
(',1)

✓

u(k�1)

(k � 1)!

◆

=

ˆ b

a

'

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!

dt.

De esta manera hemos demostrado que u(k�1) 2 AC[a, b] , u(k)

(k�1)! 2 L'[a, b] y

ˆ b

a

'

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!

dt  bV R
(',k) (u; [a, b]) .

Recíprocamente, supongamos que u(k�1) 2 AC[a, b], u(k)

(k�1)! 2 L'[a, b] y sea

⇡ : a  t1 < · · · tk  tk+1 < · · · t2k  t2k+ < · · · < t2n  b,

un elemento de ⇧

b
a,k. Por propiedades de las diferencias divididas (Proposición 1.3.1),

existen ⇠j 2
�

t(j�1)k+, tjk
�

, j = 1, . . . n, tales que

u(k�1)
(⇠j)

(k � 1)!

= u[t(j�1)k1 , tjk], j = 1, . . . , n.

Usando propiedades de las integrales, tenemos:

'

 

�

�u[tjk+1, . . . , t(j+1)k]� u[t(j�1)k+1, . . . , tjk
�

�

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

=

ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

'

 

�

�u(k�1)
(⇠j+1)� u(k�1)

(⇠j)
�

�

(k � 1)!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

!

d⇠ 

ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

'

 ˆ ⇠j+1

⇠j

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

dt

!

d⇠ 

ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

'

 ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

dt

!

d⇠,

j = 1, . . . , n� 1.

Usando la desigualdad de Jensen:
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ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

'

 ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

�

�t(j+1)k � t(j�1)k+1

�

�

dt

!

d⇠ 
ˆ t(j+1)k

t(j�1)k+1

'

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!

dt.

Y concluimos que:

b�R
(',k)(u, ⇡) 

ˆ b

a

'

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!

dt.

De esta manera tenemos que bV R
(',k)(u; [a, b]) < 1 y

bV R
(',k)(; [a, b]) 

ˆ b

a

'

 

�

�u(k)
(t)
�

�

(k � 1)!

!

dt.

⇤

3.10. Consecuencias del lema de Riesz en bV R
(',k)[a, b] .

Esta sección exponemos varios resultados que se derivan de la generalización del lema
de Riesz para las funciones de (', k)-variación acotada.

3.10.1. El álgebra RV(',k)[a, b]. El primer resultado se deduce inmediatamente
del Teorema 3.9.1

Corolario 3.10.1. Sean k > 0 un número entero y ' una '-función que verifica la
condición 11, entonces:

1. u 2 bV R
(',k)[a, b] si y sólo si

u(r)

(k � 1)(k � 2) · · · (k � r)
2 bV R

(',k�r)[a, b], r = 1, . . . , k � 1.

2. u 2 ˆRV
R

(',k)[a, b] si y sólo si u(r) 2 RV(',k�r)[a, b], r = 1, . . . , k � 1.

Otra corolario que se deriva del Teorema 3.6.1 es el siguiente.

Corolario 3.10.2. Sean k > 0 un número entero ' una '-función que verifica la
condición 11, entonces RV(',k)[a, b] es un álgebra, con el producto usual de funciones.
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Demostración. Sean u, v 2 RV(',k)[a, b], entonces existen números positivos, �, �,
tales que

ˆV R
(',k) (�u) < 1 y ˆV R

(',k) (�v) < 1.

Del Corolario 3.8.1, para cada entero positivo m, tenemos que RV(',m)[a, b] ⇢ RV(',1)[a, b].

Como

(uv)(k�1)
=

k�1
X

j=0

✓

k � 1

j

◆

u(k�1�j)v(j),

del corolario anterior se concluye que (uv)(k�1) 2 RV(',1)[a, b]y por lo tanto uv 2
RV(',k)[a, b]. ⇤

3.10.2. Sobre las clases bV R
(',k)[a, b] y los espacios ˆRV (',k)[a, b]. Los siguien-

tes dos corolarios están expuestos en [95]. Iniciamos dando condiciones necesarias y
suficientes sobre dos '-funciones '1 y '2 para que bV R

('1,k)
[a, b] ⇢ bV R

('2,k)
[a, b].

Corolario 3.10.3. Sean k > 0 un número entero y '1 y '2 '-funciones convexas que
verifican la condición 11 , entonces bV R

('1,k)
[a, b] ⇢ bV R

('2,k)
[a, b] si y sólo si lı́m

t!1
sup '2(t)

'1(t)
<

1.

Demostración. Supongamos que bV R
('1,k)

[a, b] ⇢ bV R
('2,k)

[a, b]. Sea u 2 ˆV R
('1,k)

[a, b],

entonces por cálculo de integrales indefinidas, consideramos la función la función w :

[a, b] ! R, definida por

w(t) :=

ˆ t

a

✓ˆ tk�2

a

· · ·
✓ˆ t2

a

u(t1)dt1

◆

. . . dtk�2

◆

dtk�1.

Como w(k�1)
= u 2 V R

('1,k)
[a, b], entonces por el Teorema 3.9.1 w 2 bV R

('1,k)
[a, b]. De

la hipótesis resulta que w 2 bV R
('2,k)

[a, b], y por tanto (Teorema 3.9.1) u = w(k�1) 2
V R
('2,1)

[a, b]. Entonces aplicando el Teorema 3.2.2 obtenemos la tesis.

Recíprocamente, asumamos que lı́m
t!1

sup '2(t)
'1(t)

, entonces existen números ⌘ > 0 , t0 > 0

tales que '2(t)  ⌘'1(t), t � t0, entonces del Teorema 8.1 de [92] L'1 [a, b] ⇢ L'2 [a, b].

Sea u 2 bV R
('1,k)

[a, b]. Del Teorema 3.9.1, u(k�1) 2 AC[a, b] y u(k) 2 L'1 [a, b] ⇢ L'1 [a, b].
Usando nuevamente el Teorema3.9.1 se tiene que u 2 bV R

('2,k)
[a, b]. ⇤
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A continuación exponemos, condiciones necesarias y suficientes sobre una '-función '

para que la clase bV R
(',k)[a, b] sea un espacio vectorial.

Corolario 3.10.4. Sean k > 0 un número entero y ' una '-función convexa que
verifica la condición 11, entonces bV R

(',k)[a, b] es un espacio vectorial si y sólo si '
cumple la condición 42(1).

Demostración. Se imita la demostración del Corolario 3.7.4 ⇤

En el siguiente corolario, exponemos condiciones necesarias y suficientes sobre dos '-
funciones '1 y '1 para que ˆRV ('1,k)[a, b] ⇢ ˆRV ('2,k)[a, b].

Corolario 3.10.5. Sean k > 0 un número entero y ' '1 y '2 '-funciones convexas que
verifican la condición 11 , entonces ˆRV ('1,k)[a, b] ⇢ ˆRV ('2,k)[a, b] si y sólo si '2 � '1.

Demostración. Se procede como la demostración de Corolario 3.7.5 ⇤

3.10.3. El espacio de Banach RV(',k)[a, b] . Otro resultado que se deriva de
la generalización del lema de Riesz para las funciones con (', k)-variación acotada,
es dotar a el espacio RV(',k)[a, b] de una norma. En este espacio se define k · kR(',k) :

RV(',k)[a, b] ! [0,1), por:

kukR(',k) := |u(a)|+ · · ·+
�

�u(k�2)
(a)

�

�

+

�

�u(k�1)
�

�

R

(',1)
, u 2 RV(',k)[a, b]

o equivalentemente

kukR(',k) = |u(a)|+ · · ·+
�

�u(k�1)
(a)

�

�

+ inf

(

� > 0 :

ˆ b

a

'

 

�

�u(k)
(t)
�

�

�

!

< 1

)

,

u 2 RV(',k)[a, b].

Es de hacer notar que esta norma la podemos definir inductivamente, como:

kukR(',k) := |u(a)|+ ku0kR(',k�1)
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Corolario 3.10.6. Sean k > 0 un número entero y ' una '-función que verifica la
condición 11, entonces

⇣

RV(',k)[a, b], k · kR(',k)
⌘

es un espacio normado.

A continuación demostramos que el espacio RV(',k)[a, b] con la norma k · kR(',k) es un
espacio de Banach.

Corolario 3.10.7. Sean k > 0 un número entero y ' una '-función que verifica la
condición 11, entonces

⇣

RV(',k)[a, b], k · kR(',k)
⌘

es un espacio de Banach.

Demostración. Procederemos inductivamente. Para k = 1 ver [18, 97], Lema
3.3.1 y Corolario 3.3.3). Para acaso k = 2 ver corolario 3.7.6. Supongamos que el
resultado es cierto para algún valor entero k � 2 y demostremos que también es cierto
para k + 1.

Ahora seguimos las ideas de la demostración para el caso de (', 2)-variación (corolario
3.7.6 ). Sea {un}1n=1 una sucesión de Cauchy en

⇣

RV(',k)+1[a, b], k · kR(',k+1)

⌘

, entonces,
dado " > 0, existe N > 0, tal que

|un(a)� um(a)|+ ku0 � u0
mk

R
(',k) < ", n,m � N.

Por tanto, la sucesión {un(a)}1n=1 es una sucesión de Cauchy de números reales y
�

u
0
n

 1
n=1

es una sucesión de Cauchy en
⇣

RV(',k)[a, b], k · kR(',k)
⌘

. Por completitud de

R y del espacio
⇣

RV(',k)[a, b], k · kR(',k)
⌘

, existen un número real u⇤ y una función
v 2 RV(',k)[a, b], tales que:

un(a) ! u⇤ y {u0
n}1n=1

k.kR(',k)
�������! v.

Definamos u : [a, b] ! R, como la integral indefinida:

u(t) := u⇤
+

ˆ t

a

v(s)ds.

Entonces, por construcción de u, se tiene:

kun � ukR(',k+1) = |un(a)� u⇤|+ ku0
n � vkR(',k) , n � 1.

Y por tanto {un}1n=1

k · kR(',k)
��������! u.
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De esta manera concluimos que el espacio
⇣

RV(',k)[a, b], k · kR(',k)
⌘

es completo. ⇤

3.11. Acotación Uniforme del Operador de Composición en RV(',k)[a, b].

En la sección 2.9 del capítulo 2 (Teorema 2.9.2), demostramos que la lipschitzidad
global en la Condición de Matkowski (ver sección 2.8) puede ser remplazada por una
condición de acotación uniforme del operador de composición. Para el caso del espacio
RV(',k)[a, b] este resultado también es cierto y está expuesto en [71].

A continuación enunciamos este resultado en un teorema.

Teorema 3.11.1. Sean a, b 2 R (a < b), ' una '-función convexa que verifica la
condición 11, k � 2 un número entero. Si el operador de composición H generado por
h aplica el espacio RV(',k)[a, b] en sí mismo y es uniformemente acotado, respecto a la
norma k · kR(',k), entonces existen ↵, � 2 RV(',k)[a, b], tales que:

h(t, x) = ↵(t)x+ �(t), t 2 [a, b], x 2 R.

3.12. Algunos problemas para investigar.

Aquí presentamos algunos problemas para futuras investigaciones.

1. Generalizar el concepto de (', k)-variación acotada, en cualquiera de sus dos
formas, para funciones u : E ! X, donde X es un espacio normado, en particular
para multifunciones.

2. Determinar cuáles de las propiedades de los Teoremas 3.8.1 y 3.8.1 son ciertas.
3. Determinar si es posible demostrar un teorema de representación para estas

nuevas funciones, tipo Jordan, tipo Riesz a través de una integral tipo Serpiński-
Federer-Chistyakov, como composición de funciones.

4. Demostrar un teorema tipo lema de Riesz (Teorema 3.9.1) y sus consecuencias.
5. Estudiar algunos problemas relacionados con el operador de composición, como

actuación, lipschitzidad local o global, acotación uniforme.



Capítulo 4

Representación integral de funciones con segunda variación

acotada en el sentido de Schramm

Como ya indicamos en la introducción de este trabajo, el concepto de variación de una
función definido por Jordan en [84] fue generalizado en 1908 por De la Vallée Poussin
en [59] al considerar la noción de segunda variación estudiada en el capítulo 1 de esta
tesis.

Hace un siglo F. Riesz en [137], demostró que una función u : [a, b] ! R tiene segunda
variación acotada si y sólo si se puede escribir como la integral indefinida de una función
con variación acotada.

Por otra parte, en 1972 D. Waterman, quien este momento tiene 85 años, introduce
el concepto de ⇤-variación acotada (ver [165]). Un autobiografía de Waterman puede
revisarse en [57], donde se recopilan las ponencias de las conferencias que se realizaron
en la FAU, campus de Fort Lauderdale, el 30 marzo a 1 abril 2007, con motivo de la
celebración del 80 aniversario de D. Waterman. Entre las que cabe destacar la de su
discípulo F. Prus-Wiśnioski [134], quien hace un resumen de los resultados sobre este
tipo de funciones.

En [165] Waterman considera lo que se conoce como una ⇤�sucesión ⇤ = {�n}n�1.
Es decir, una sucesión creciente de números positivos, tal que la serie

P

n�1
1/�n es

divergente. Dada una sucesión de intervalos In = (a, bn) ⇢ [a, b], n � 1, cuya intersección
dos a dos es vacía; y un función u : [a, b] ! R, se consideran las sumas

�W
⇤ (u, In) :=

X

j�1

|u(bn)� u(an|
�n

y se define la ⇤-variación (nosotros agregamos en el sentido de Waterman) de la función
u en [a, b] al supremo sup

In

�W
⇤ (u, In).

139
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Posteriormente, en 1985, otro discípulo de Waterman; Michael Schramm en [158], gene-
raliza este concepto introduciendo la noción de �-variación, como el supremo de sumas
del tipo :

�S
(�,1)(u, In) :=

X

j�1

'n (|u(bn)� u(an|) ,

donde � = {'n}n�1 es un sucesión decreciente de '-funciones convexas, tales que la
serie

P

n�1 'n(t) diverge para cada t > 0. Y se define la �-variación en el sentido de
Schramm al supremo de sup

In

�S
(�,1)(u, In).

En este capítulo de esta tesis, introducimos el concepto de �-segunda variación en el
sentido de Schramm, siguiendo las ideas de De La Vallée Poussin en [59]; concluimos
demostrando un teorema de representación tipo Riesz. Más precisamente, demostramos
que una función tiene �-segunda variación acotada en el sentido de Schramm si y sólo
si es la integral indefinida de una función que tiene �-variación acotada en el sentido
de Schramm. Estos resultados son originales y los obtuvimos, en colaboración con los
profesores José Giménez y Nelson Merentes y fueron publicados este año [70].

4.1. �-sucesiones.

Definición 4.1.1. Una sucesión de '-funciones � = {'n}n�1 convexas es una �-
sucesión si la sucesión {'n}n�1 es decreciente y

P

n�1 'n(t) es divergente para cada
t > 0.

Observación 4.1.1. M. Schramm en [158] denomina a este tipo de sucesiones como
�⇤-sucesión.

Ejemplo 4.1.1. Algunos ejemplos de �-sucesiones se obtienen al considerar las funcio-
nes 'n : [0,1) ! R, n � 1, definidas por:

'n(t) = an'(t),

donde ' : [0,1) ! R es una '-función convexa y {an}n�1 es una sucesión decreciente
de números positivos, cuya serie

P

an es divergente.

Algunos casos particulares son:

'n(t) = t , 'n(t) = atp, p � 1.
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'n(t) =
tp

n
, 'n(t) =

et�1p
n

.

A continuación presentamos la gráficas de algunas de las funciones de estas sucesiones.

'n(t) = t, n � 1

'n(t) = 2t3, n � 1
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'n(t) =
t2

n
, n � 1

'n(t) =
et � 1p

n
, n � 1



Cap. 4 Funciones de �-variación acotada en el sentido de Schramm. 143

4.2. Funciones de �-variación acotada en el sentido de Schramm.

Antes de exponer el concepto de �-variación de una función estudiado por M. Schramm
en [158], introducimos algunas notaciones que utilizaremos en el capítulo.

Si X un espacio vectorial u : [a, b] ! X , I = [s, t] ✓ [a, b], se definen:

|I| = |t� s| , u(I) = u(t)� u(s) y u[I] = u[s, t] =
u(t)� u(s)

t� s
.

I(a, b) denota la familia de todas las sucesiones numerables o finitas de intervalos ce-
rrados {In = [an, bn]}n�0 contenidos en [a, b] cuya intersección de dos cualesquiera es
vacía o un punto. Además denotamos por IF (a, b) las sucesiones finitas de I(a, b). Si
⇡ : a  t1 < · · · < tn  b es una partición del intervalo [a, b], denotamos por I⇡ la
familia de todas las sucesiones de I(a, b) con extremos en ⇡.

Definición 4.2.1. (�-variación en el sentido de Schramm (ver [158])) Dadas una �-
sucesión � = {'n}n�1 , {In}n�1 2 I(a, b) y una función u : [a, b] ! R se definen:

�S
(�,1)(u, In) :=

X

n�1

'n (|u(In)|)

y

V S
(�,1)(u, [a, b]) = V S

(�,1)(u) := sup
{In}2I(a,b)

�S
(�,1)(u, In).

Si V S
(�,1)(u, [a, b]) < 1 se dice que u tiene �-variación finita o acotada en el sentido de

Schramm en el intervalo [a, b] y la clase de tales funciones la denotamos por V S
(�,1)[a, b].

Observación 4.2.1. Si 'n(t) = t, n � 1, entonces la �-variación en el sentido de
Schramm coincide con la variación clásica de Jordan.

Si 'n(t) = tp, n � 1, para algún p > 1, la �-variación en el sentido de Schramm no es
más que p-variación de Wiener (ver [169]).

Si 'n(t) =
t
�n
, n � 1, donde ⇤ = {�n}n�1 es una ⇤-sucesión, entonces la variación de

Schramm es la ⇤-variación estudiada por D. Waterman en [165].
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Observación 4.2.2. Si u = ctte, entonces de la Definición 4.2.1 es inmediato que
V S
(�,1)(u) = 0 y por tanto V S

(�,1)[a, b] es no vació.

También si consideramos c 2 (a, b) y u : [a, b] ! R, definida por:

u(t) :=

(

c1, t  c

c2, t > c
,

donde c1 y c2 son dos constantes cualesquiera, entonces V S
(�,1)(u) = '1 (|c2 � c1|).

Observación 4.2.3. Una definición alterna de la variación de Schramm, es considerar
en la definición 4.2.1, las suma sobre sucesiones finitas de intervalos de {In}mn=1 de I(a, b)
y modificar la definición considerando

V AS
(�,1)(u; [a, b]) = sup

{In}2IF (a,b)

m
X

n=1

'n (|u(In)|) .

Sin embargo, se puede notar que:

a. V AS
(�,1)(u; [a, b])  V S

(�,1)(u; [a, b]).

b. si V AS
(�,1)(u; [a, b]) < 1 y {In}n�1 es una familia de intervalos de I([a, b]), entonces:

X

n�1

'n (|u(In)|) = lı́m
m!1

m
X

n=1

'n (|u(In)|)  V AS
(�,1)(u; [a, b])

y de esta manera, obtenemos que V S
(�,1)(u; [a, b])  V AS

(�,1)(u; [a, b]).

Por tanto en la definición de la �-variación en el sentido Schramm es indiferente si las
sumas de la Definición 4.2.1 se toma sobre sucesiones finitas o numerables de miembros
de I(a, b).

Por otra parte, si ⇡ : a  t1 < · · · < tn  b es una partición de [a, b] y consideramos la
familia los intervalos Ij : [tj, tj+1], j = 1, . . . , n y definimos

�S
(�,1)(u, ⇡) :=

X

{Ij}2I⇡

'j (|u(Ij)|) ,

entonces �S
(�,1)(u, ⇡)  V S

(�,1)(u; [a, b]).
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En el siguiente teorema exponemos algunas propiedades de la �-variación de Schramm
de una función y de la clase V S

(�,1)[a, b].

Teorema 4.2.1. Sean � = {'n}n�1 una �-sucesión y u 2 V S
(�,1)[a, b], entonces

1. Si [s, t] ⇢ [a, b], entonces V S
(�,1)(u; [s, t])  V S

(�,1)(u; [a, b]).

2. u es acotada y kuk1  |u(a)|+ '�1
1

⇣

V S
(�,1)(u)

⌘

.

3. Si u es monótona, V S
(�,1)(u; [a, b]) = '1 (|u(b)� u(a)|) .

4. V W
('1,1)

[a, b] ⇢ V S
(�,1)[a, b] y BV [a, b] ⇢ V S

(�,1)[a, b], donde V W
('1,1)

[a, b] es la clase de las
funciones con '1-variación acotada en el sentido de Wiener (ver [171]).

5.V S
(�,1)[a, b] es un conjunto simétrico y convexo.

7. La función V S
(�,1) : V

S
(�,1)[a, b] ! [0,1), que asocia a cada función u 2 V S

(�,1)[a, b]

su �-variación en el sentido de Schramm, es convexa.

Demostración. 1. se deducen directamente de la definición de la variación de
Schramm.

2. es consecuencia de la desigualdad

'1 (|u(t)� u(a)|)  V S
(�,1)(u)

.

Para 3. ver proposición 2.2 de [78].

La primera parte de 4. se sigue porque la sucesión {'n}n�1 es decreciente. Para la otra
parte ver proposición 2.5 de [78].

6. La simetría de V S
(�,1)[a, b] es consecuencia directa de la definición. Y la convexidad se

sigue de la convexidad de las funciones 'n, n � 1.

7. Es consecuencia de la convexidad de las funciones de la sucesión �. ⇤

Observación 4.2.4. La parte 3. del teorema precedente nos presenta una manera para
calcular la �-variación de Schramm de una función monótona, por ejemplo:

a. V S
(�,1)(t

3
; [a, b]) = '1 (b3 � a3) .

b. V S
(�,1)(Ln t; [a, b]) = '1 (Lna� Ln b) , a > 0.

c. V S
(�,1)(

1
t
; [a, b]) = '1

�

1
a
� 1

b

�

, a > 0.
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Observación 4.2.5. La definición de variación de Schramm (Definición 4.2.1) la po-
demos adaptar para funciones u : [a, b] ! X, donde X es un espacio métrico. En este
caso la �-variación en el sentido de Schramm de una función u 2 X[a,b] se denota por
V S
(�,1)(u; [a, b],X) y la clase de las funciones que tiene �-variación finita en el sentido de

Schramm, por V S
(�,1) ([a, b],X) En particular, si X es un espacio normado son válidas las

conclusiones del Teorema 4.2.1, salvo la parte 3. porque se requiere una estructura de
orden en X.

Observación 4.2.6. Como la clase V S
(�,1)[a, b] es un conjunto convexo y simétrico, el

Lema 3.2.2 asegura que el espacio vectorial SV(�,1)[a, b] o utilizando la notación de
Schramm �BV(�,1)[a, b] generado por la clase V S

(�,1)[a, b] es igual a:

�

u : [a, b] ! R : 9� > 0 3 V S
(�,1)(�u) < 1

 

.

En [158] M. Schramm demuestra que este espacio tienen una estructura de espacio de
Banach con la norma:

ku|S(�,1) := |u(a)|+ inf
n

� > 0 : V S
(�,1)

⇣u

�

⌘

< 1

o

.

En la proposición 2.4 de [78] A. Hernández demuestra que �BV [a, b] es un álgebra; y
usando el Lema 2.1.2 (Maligranda-Orlicz) demuestra que �BV [a, b] es un álgebra de
Banach (corolario 2.3 de [78]).

4.3. Segunda variación en el sentido de Schramm.

Siguiendo las ideas desarrolladas por De la Vallée Poussin en [59] y por N. Merentes
en 1991 en [113], podemos generalizar el concepto de �-variación dado por Schramm
a un nuevo concepto que denominamos segunda �-segunda variación en el sentido de
Schramm. En esta sección trataremos este concepto para funciones u : [a, b] ! X, donde
X es un espacio normado.

Denotamos por I⇤(a, b) la familia de sucesiones {In}n�1 2 I(a, b), tales que |In| > 0, n �
1.

Definición 4.3.1. Dados un espacio normado (X, k · k), una �-sucesión � = {'n}n�1,
una sucesión de intervalos {In}n�1 2 I⇤(a, b) y una función u : [a, b] ! X se definen:
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�S
(�,2)(u, In) :=

X

n�1

'n (ku[In+1]� u[In]k)

y

V S
(�,2)(u; [a, b],X) = V S

(�,2)(u; [a, b]) = V S
(�,2)(u) := sup

{In}2I⇤(a,b)
�S
(�,1)(u, In).

Si V S
(�,2)(u; [a, b],X) < 1 decimos que u tiene segunda '-variación acotada o finita en

el sentido de Schramm en el intervalo [a, b] y la clase de tales funciones la denotamos
por V S

(�,2) ([a, b],X) .

Observación 4.3.1. De igual manera al caso de (�, 1)-variación en el sentido de
Schramm, podemos considerar las sumas del tipo �S

(�,2)(u, In) sobre sucesiones finitas
{In}mn=1 de I⇤(a, b) obteniendo que:

V S
(�,2)(u) := sup

{In}2I⇤F (a,b)
�S
(�,1)(u, In),

donde I⇤F (a, b) denota las sucesiones finitas de I(a, b).

Observación 4.3.2. Si para x, y 2 X fijos, consideramos u 2 X[a,b], definida por u(t) =
tx + y, t 2 [a, b], entonces u[I] = x, para cualquier intervalo cerrado I ⇢ [a, b], con
|I| > 0. De esta manera, V S

(�,2)(u) = 0 y así V S
(�,2)([a, b],X) 6= Ø.

En la siguiente proposición presentamos algunas propiedades iniciales que podemos
inferir de este tipo de funciones a partir de la Definición 4.3.1.

Proposición 4.3.1. Sean (X, k · k) un espacio normado, � = {'n}n�1 una �-sucesión
y u : [a, b] ! X, entonces:

1. Si [c, d] ✓ [a, b], entonces V S
(�,2)(u; [c, d],X)  V S

(�,2)(u; [a, b],X).

2. V S
(�,2) ([a, b],X) es un conjunto convexo y simétrico.

3. La función V S
(�,2) : V

S
(',,2) ([a, b],X) ! [0,1) que asocia a cada u 2 V S

(',,2) ([a, b],X)
su segunda �- variación en el sentido de Scharmm, es convexa.

4. Si � es un número complejo y |�|  1, entonces V S
(',2)(�u; [a, b],X)  |�|V S

(',2)(u; [a, b],X).
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En el siguiente lema demostramos que toda función que tiene segunda variación acotada
en el sentido de Schramm es lipschitziana.

Lema 4.3.1. Sean (X, k · k) un espacio normado, � = {'n}n�1 una �-sucesión y u :

[a, b] ! X una función con �-variación acotada finita en el sentido de Schramm, en-
tonces u 2 Lip([a, b],X).

Demostración. Debemos demostrar que ku[s, t]k, a  s < t  b es acotado. Sean
{I, J} 2 I⇤(a, b), entonces de la definición V S

(�,2)(u; [a, b]), tenemos:

'1 (ku[I]� u[J ]k)  V S
(�,2)(u).

Fijemos un punto c 2 (a, b) y consideremos dos puntos s, t 2 [a, b], s < t. Examinemos
las posibles ubicaciones de los puntos c, s, t y usaremos la convexidad de la función '1.

Caso1: s < c < t y s o t es uno de los extremos del intervalo.

Si a = s < c < t = b: ku[s, t]k = ku[a, b]k .

Si a = s < c < t < b :

'1

✓

ku[s, t]k
3

◆

 1

3

'1 (ku[s, t]� u[t, b]k) + 1

3

'1 (ku[t, b]� u[a, c]k) + 1

3

'1 (ku[a, c]k) 

2

3

V S
(�,2)(u; [a, b],X) +

1

3

'1 (ku[a, c]k) 

V S
(�,2)(u; [a, b],X) + '1 (ku[a, c]k)

Si a < s < c < t = b :

'1

✓

ku[s, t]k
4

◆

 1

4

'1 (ku[s, t]� u[a, s]k) + 1

4

'1 (ku[a, s]� u[s, c]k)+

1

4

'1 (ku[s, c]� u[a, c]k) + 1

4

'1 (ku[a, c]k) 

V S
(�,2)(u; [a, b],X) + '1 (ku[a, c]k) .
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Caso 2: a < s < c < t < b, entonces:

'1

✓

ku[s, t]k
3

◆

 1

3

'1 (ku[s, t]� u[t, bk) + 1

3

'1 (ku[t, b]� u[a, c]k) + 1

3

'1 (ku[a, c]k) 

V S
(�,2)(u; [a, b],X) + '1 (ku[a, c]k) .

Caso 3: a  s < t  c < b, entonces:

'1

✓

ku[s, t]k
3

◆

 1

3

'1 (ku[s, t]� u[c, bk) + 1

3

'1 (ku[c, b]� u[a, c]k) + 1

3

'1 (ku[a, ck) 

V S
(�,2)(u; [a, b],X) + '1 (ku[a, c]k) .

Caso 4: a < c  s < t  b, entonces:

'1

✓

ku[s, t]k
2

◆

 1

2

'1 (ku[s, t]� u[a, ck) + 1

2

'1 (ku[a, c]k) 

V S
(�,2)(u; [a, b],X) + '1 (ku[a, c]k) .

En cualquier caso tenemos que:

�

�

�

�

u(t)� u(s)

t� s

�

�

�

�

 max
�

ku[a, b]k , 4'�1
1

�

V S
(�,2)(u; [a, b],X) + '1 (ku[a, c]k)

� 

.

y así u 2 Lip([a, b],X) . ⇤

Definición 4.3.2. (Función absolutamente continua). Sea (X, k · k) un espacio nor-
mado. Una función u : [a, b] ! X es absolutamente continua si existe una función
� : (0,1) ! (0, 1) , tal que para cada número " > 0 y cada colección finita de puntos
{aj, bj}nj=1 de [a, b] verificando

a1 < b1  a2 < b2  a3 < · · ·  an < bn y
n
X

j=1

(bj � aj) < �("),



Cap. 4 Segunda variación en el sentido de Schramm. 150

se tiene que
n
P

j=1
|u(bj)� u(aj)| < ✏.

La clase de las funciones absolutamente continuas u : [a, b] ! X se denota por AC ([a, b],X) .

De esta definición y del Lema 4.3.1 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 4.3.1. Sean (X, k · k) un espacio normado, � = {'n}n�1 una ��sucesión,
entonces V S

(�,2)([a, b],X) ⇢ AC ([a, b],X) .

Observación 4.3.3. Si (X, k · k) es un espacio de Banach reflexivo y u 2 V S
(�,2) ([a, b],X)

entonces este corolario garantiza que u es fuertemente diferenciable c. s. con derivada
fuertemente medible (ver [28]).

En lo que sigue de este capítulo, la integral que consideramos es la integral de Bochner
de funciones definidas en un intervalo [a, b] y que toman valores en un espacio normado.
Diestel y Uhl en [60] garantizan que toda función absolutamente continua es Bochner
integrable. De esta manera tenemos que las funciones de V S

(�,2) ([a, b],X) son Bochner
integrable.

Teorema 4.3.1. Sean (X, k · k) un espacio normado, � = {'n}n�1 una �-sucesión y
u 2 V S

(�,1)([a, b],X), entonces si u es Bochner integrable en [a, b] y si definimos u :

[a, b] ! X, por u(x) =
´ x
a
u(t)dt, resulta que u 2 V s

(�,2) ([a, b],X) y

V S
(�,2)(u)  V s

(�,1)(u).

Demostración. Sea {In = [tn, tn+1]}n�1 una sucesión de intervalos de I⇤ (a, b),
entonces:
X

n�1

'n (ku[In+1]� u[In]k) =
X

n�1

'n

✓

�

�

�

�

ˆ tn+2

tn+1

u(t)

tn+2 � tn+1
dt�

ˆ tn+1

tn

u(t)

tn+1 � tn
dt

�

�

�

�

◆

.

Haciendo cambios de variables, resulta:

�S
(�,2)(u, In)

X

n�1

'n (ku[In+1]� u[In]k) =

X

n�1

'n

✓

�

�

�

�

ˆ 1

0

u(tn+1 + s(tn+2 � tn+1))ds�
ˆ 1

0

u(tn + s(tn+1 � tn))ds

�

�

�

�

◆

.

Como las funciones 'n, n � 1, son convexas, usando la desigualdad de Jensen, resulta:
X

n�1

'n (|u[In+1]� u[In]|) 
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ˆ 1

0

X

'n (ku(tn+1 + s(tn+2 � tn+1))� u(tn + s(tn+1 � tn))k) ds  V s
(�,1)(u, [a, b],X).

Al tomar supremo de �S
(�,2)(u, In) sobre las sucesiones de I⇤F (a, b) se obtiene la desigual-

dad requerida. ⇤

Siguiendo las ideas desarrolladas por A. M. Russell y C. F. Upton , en la demostración
del lema 6 de [152] y por M. Bracamonte, J. Giménez y N. Merentes en el lema 3.2 de
[35] obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.3.2. Sean (X, k · k) un espacio normado, � = {'n}n�1 una �-sucesión, D un
subconjunto denso de [a, b] y u : D ! X, tal que existe una constante positiva K

verificando:

(4.3.1)
m
X

k=1

'k (ku(tk+1)� u(tk)k)  K,

para cualesquiera m + 1 puntos a  t0 < t1 < · · · < tm  b del conjunto D, entonces
existen los límites laterales de u :

uD(x� 0) = lı́m
h!0+

x�h2D

u(x� h), x 2 (a, b]�D

y
uD(x+ 0) = lı́m

h!0+

x+h2D

u(x+ h), x 2 [a, b)�D.

Demostración. Se realizará la demostración sólo para verificar la existencia del
límite lateral por la izquierda uD(x � 0) en (a, b] � D. La otra parte se demuestra de
manera similar.

Procediendo por reducción al absurdo, supongamos que dicho límite no existe para
algún t 2 (a, b] \D, entonces si {xn}n�1y {yn}n�1 son sucesiones en D, tales que:

(4.3.2) xn < yn < xn+1 < yn+1 < · · · < t y xn " t , yn " t.

Entonces podemos suponer que ocurren alguna de las siguientes situaciones.

a. u(xn) ! x 2 X , u(yn) ! y 2 X.

b. ku(xn)k ! 1 2 X , u(yn) ! y 2 X.

c.ku(xn)k ! 1 , ku(yn)k ! 1.



Cap. 4 Segunda variación en el sentido de Schramm. 152

En el caso a. tomemos " = kx�yk
3 . Escojamos n" 2 N, tal que:

ku(xn)� xk < " y ku(yn)� yk < ", n > n".

De aquí resulta que si n > n",entonces:

3" = kx� yk  kx� u(xn)k+ ku(yn)� yk+ ku(xn)� u(yn)k < 2"+ ku(xn)� u(yn)k .

De esta manera concluimos que:

(4.3.3) ku(xn)� u(yn)k > ", n > n".

Si acontece b. o c. Consideramos cualquier número " > 0 y tomando subsucesiones,
podemos suponer que además de verificarse (4.3.2) se cumple que:

ku(xn)k > ku(yn)k+ "

De esta manera, también se cumple la relación (4.3.3) .

Así, en cualesquiera de las situaciones planteadas, como 'n+1  'n, n � 1, si p es un
entero positivo, entonces:

n"+p
X

n=n"+1

'n (ku(xn)� u(yn)k) >
n"+p
X

n=n"+1

'n(") > p'n"+p(").

Y esto contradice la hipótesis inicial. ⇤

El siguiente teorema garantiza que toda función con �-segunda variación acotada, en
el sentido de Shramm, es la integral indefinida de una función con �-variación acotada
en el sentido de Schramm.
Teorema 4.3.2. Sean X un espacio de Banach reflexivo, � = {'n}n�1 un �-sucesión
y u 2 V S

(�,2)([a, b],X). Entonces existe una función u 2 V S
(�,1) ([a, b],X), tal que:

a. u0
= u c.s. o equivalentemente u(t) = u(a) +

´ t
a
u(s)ds,

b. V S
(�,2) (u) = V S

(�,1)(u).

Demostración. Del Corolario 4.3.1 tenemos que u es absolutamente continua.
Como X es un espacio reflexivo, entonces u es fuertemente diferenciable c.s. con derivada
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fuertemente medible (ver Observación 4.3.3). De esta manera existe un conjunto E ⇢
[a, b] de medida de Lebesgue cero, tal que u0 existe en D := [a, b]� E .

Dado un número entero positivo m, escojamos m+1 puntos t1, . . . , tm+1 2 D, tales que
a  t1 < · · · < tm+1  b. Tomemos m+ 2 números positivos h1, . . . , hm+1, ⇠, tales que :

t1 + h1, . . . , tm�1 � hm�1, tm + ⇠, t� hm+1

están en D y

t1 < t1 + h1 < · · · < tm + hm < tm + ⇠ < tm+1 � hm+1 < tm+1.

Entonces:

m�1
X

j=1

'j

✓

�

�

�

�

u(tj+1 + hj+1)� u(tj+1)

hj+1
� u(tj + hj)� u(tj)

hj

�

�

�

�

◆

+

'm

✓

�

�

�

�

u(tm)� u(tm+1 � hm+1)

hm+1
� u(tm + ⇠)� u(tm + hm)

⇠ � hm

�

�

�

�

◆

 V S
(�,2)(u).

Tomando límite en la desigualdad anterior, cuando ⇠ ! 0 y hj ! 0, j = 1, . . . ,m + 1,
resulta:

m
X

j=1

'j (ku0
(tj+1)� u0

(tj)k)  V S
(�,2)(u).

Si t1 = a, obtenemos u0
+(a) en lugar de u0

(a).

De esta forma concluimos que u0 cumple las condiciones del Lema 4.3.2 en D. Entonces
podemos definir u : [a, b] ! X, por:

u(t) :=

8

>

<

>

:

u0
(t). t 2 D

u0
D(t� 0), t 2 (a, b]�D

u0
D(a+ 0), t = a /2 D.

Por construcción se verifica la condiciones a.

Verifiquemos que u 2 V S
(�,1)([a, b],X).
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Sean In = [tn, sn], n = 1, . . . ,m una familia de intervalos de IF (a, b). Consideremos
varios casos, dependiendo si algunos de los extremos de los intervalos In, n = 1, . . . ,m

es un punto de E.

Caso 1: Supongamos que un extremo de uno sólo de estos intervalos es un elemento
de E.

1a: Adicionalmente asumamos que éste extremo es el extremo derecho, digamos sp, del
intervalo Ip para algún p = 1, . . . ,m.

Consideremos un punto s0p 2 D \ (sp, tp) y remplacemos en la familia el intervalo Ip
por I 0p = [tp, s0p]. Como los extremos de esta nueva colección de intervalos están en D,
tenemos que:

p�2
X

n=1

'n (ku [In+1]� u [In]k) + 'p�1

�

�

�u
⇥

I 0p
⇤

� u [Ip�1]
�

�

�

+

'p�1

�

�

�u [Ip+1]� u
⇥

I 0p
⇤

�

�

�

+

m�1
X

n=p+1

'n (ku [In+1]� u [In]k) 

V S
(�,2)(u, [a, b],X).

Manteniendo s0p en D y tomando límite cuando s0p " sp, tenemos que u(s0p) ! uD(sp�0).

De esta manera

(4.3.4)
m�1
X

n=1

'n (ku[In+1]� u[In]k)  V S
(�,2)(u).

1b: Supongamos ahora, que el único punto que es extremo de un sólo intervalo In, n =

1, . . . ,m es el extremo izquierdo tp de Ip para algún p = 1, . . . ,m. Entonces este intervalo
es disjunto con el resto de los intervalos; y como hay una cantidad finita, existe un punto
t0p 2 D, t0p < tp, tal que el intervalo I

0
p = [t0p, sp] no intersecta al resto de los intervalos

In, n 6= p. Ahora sustituimos el intervalo Ip por I 0p y procedemos como en el caso 1a.

Caso 2: Supongamos que un punto de E es extremo dos intervalos: Ip, Ip+1, para algún
p = 1, . . . ,m. Entonces tp < sp = tp+1 < sp+1. Tomemos s0p 2 D tal que tp < s0p < sp y
remplacemos el intervalo Ip por I 0p = [tp, s0p] y el intervalo Ip+1 por el intervalo I 0p+1 =

[s0p, tp+1]. Como los extremos de esta nueva colección de intervalos están en D resulta:
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p�2
X

n=1

'k (ku[In+1]� u[In]k) + 'p�1

⇣

�

�

�

u[I
0

p]� u[Ip�1]

�

�

�

⌘

+ 'p

⇣

�

�

�

u[I 0p+1]� u[I
0

p]

�

�

�

⌘

+

'p+1

⇣

�

�

�

u[Ip+2]� u[I
0

p+1]

�

�

�

⌘

+

m�1
X

n=p+2

'n (ku[In+1]� u[In]k) 

V S
(',2)(u).

Manteniendo s0p en D y haciendo s0p ! sp, obtenemos que se verifica la desigualdad
(4.3.4).

Caso 3: Asumamos que un número finitos de puntos de E son extremos de algunos
de los intervalos In, n = 1, · · · ,m. Entonces procedemos de manera similar a los casos
anteriores tomando un número finito de límites.

Cualquiera sea la situación se concluye que u 2 V S
(',1)([a.b], X) y

V S
(',1)(u)  V S

(',2)(u).

Y del teorema 2, obtenemos la otra desigualad. ⇤

Finalmente tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.2. Sean X un espacio de Banach reflexivo, � = {'n}n�1 un �-sucesión.
Una función u 2 V S

(�,2)([a, b],X) si y sólo si es la integral (Bochner) indefinida de una
función de �-variación acotada en el sentido de Schramm.

4.4. Algunos problemas para investigar.

Aquí presentamos algunos problemas para futuras investigaciones.

1. Generalizar el concepto de �-segunda variación en el sentido de Schramm a un
concepto de �-k variación en el sentido de Schramm, para funciones u : E ! X,
donde X es un espacio normado, en particular para multifunciones.

2. Determinar cuáles de las propiedades del Teorema 4.2.1 o de la Proposición
(4.3.1) son ciertas.
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3. Determinar si es posible demostrar un teorema de representación para estas
nuevas funciones, tipo Jordan, tipo Riesz a través de una integral tipo Serpiński-
Federer-Chistyakov, como composición de funciones.

4. Demostrar un teorema tipo Teorema 4.3.2 y su corolario.
5. Estudiar algunos problemas relacionados con el operador de composición, como

actuación, lipschitzidad local o global, acotación uniforme.



Conclusiones

En este trabajo se realizaron varios aportes al tema de variaciones de funciones. En
primer lugar se introdujo un nuevo concepto de variación que denominamos (p, k)-
variación en el sentido de Riesz, el cual combina los conceptos de p-variación de Riesz
de 1910 y de k-variación estudiado por T. Popoviciu en la década de los treinta del siglo
pasado, siguiendo las ideas desarrolladas por N. Merentes en el año 1992 con la noción
de segunda variación en el sentido de Riesz.

En este punto como resultados de relevancia, se demostró una generalización del lema
de Riesz, caracterizando las funciones que tienen (p, k)-variación en el sentido de Riesz
en un intervalo [a, b] de la recta, como aquellas funciones que tiene derivada de orden
k�1 absolutamente continua y derivada de orden k en Lp[a, b]; exponiendo una fórmula
para calcular la (p, k)-variación. Además se dotó al espacio de estas funciones de una
estructura de espacio de Banach.

Otro resultado en relación a este espacio, es que se logró verificar que la Lipschitzidad
global del operador de composición en la condición de Matkowski, se puede relajar por
una condición de acotación uniforme.

En segundo lugar se presenta otro nuevo concepto de variación que generaliza la noción
de (p, k)-variación en el sentido de Riesz; y que denominados (', k)-variación en el
sentido de Riesz; y para el cual combinamos los conceptos de '-variación en el sentido
de Riesz, estudiado por Yu. T. Medve’ed en 1953 y de k-variación de T. Popoviciu.

Logramos obtener otra generalización del lema de Riesz, comprobando que la clase de
funciones que tienen (', k)-variación en el sentido de Riesz en un intervalo [a, b] de la
recta, son aquellas que tiene derivada de orden k�1 absolutamente continua y derivada
de orden k en el espacio de Orlicz L'[a, b]; y presentamos una manera para calcular
la (', k)-variación. Además se dotó al espacio generado por estas clase de funciones de
una estructura de espacio de Banach.

157
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Usando esta generalización del lema de Riesz, se dieron condiciones necesarias y sufi-
cientes para que estas clase de funciones sea un espacio vectorial y para que dos clases
de esta funciones, construidas a partir de '-funciones distintas, tengan una relación de
inclusión; o que dicha relación se cumpla con los respectivos espacios generados por esas
clases.

Además introducimos un nuevo concepto de segunda �-variación en el sentido Schramm,
para funciones definidas en un intervalo de la recta, con valores en un espacio normado;
y logramos demostrar que toda función con segunda �-variación acotada en el sentido
Schramm, es la integral indefinida de una función de �-variación acotada en el sentido
Schramm.

Algunos problemas que se plantearon y que pueden dar continuidad a la investigación
desarrollada para la realización de esta tesis, son:

- Determinar si los espacios RV(p,k)[a, b] o RV(',k)[a, b] son un álgebra de Banach.

- Generalizar los conceptos de k-variación de Popoviciu, (p, k)-variación y (', k)-variación
en el sentido de Riesz, para funciones definidas en un subconjunto E de la recta y que
toman valores en un espacio normado. Demostrar una versión el Lema de Riesz y sus
consecuencias.

- Estudiar condiciones sobre actuación, lipschitzidad local y global o acotación uniforme
del operador de composición en estos espacios.
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