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Resumen

Este trabajo lo iniciamos haciendo un recuento del desarrollo historico, del clasico con-
cepto de funciéon de variaciéon acotada introducido por Camille Jordan en 1881. Pre-
sentamos un listado de propiedades de las funciones de variaciéon acotada, de segunda
variacion acotada, definidas por Charles De La Valleé Pousin en 1908 y de k-variacion

estudiadas por Tiberiu Popoviciu.

Posteriormente, pasamos a exponer varios resultados sobre los conceptos de funcion
de p-variacion de Riesz de 1910 y de segunda p-variaciéon de Riesz, introducido por
Nelson Merentes en 1992 (p > 1); para dar paso a un nuevo concepto de variacion de
funciones que denominamos (p, k)-variacion en el sentido de Riesz-Popoviciu (p > 1y
k entero positivo), combinando las variaciones de Riesz y Popoviciu, generalizando asi

las nociones de primera y segunda p-variacion de Riesz.

Sobre el espacio RV, 1)[a, b], de las funciones con (p, k)-variacién acotada, demostramos
varias propiedades de relevancia. En primer lugar, se presenta una caracterizacion tipo
lema de Riesz. Méas precisamente, se demuestra que una funcion tiene (p, k)-variacion
acotada si su derivada de orden k — 1 es absolutamente continua y la derivada de orden
k esta en L,[a,b]. Ademas se presenta una forma de calcular la (p, k)-variacion de una
funcion. Usando esta caracterizacion, dotamos al espacio RV(, |a,b] de una estructura
de espacio de Banach. Estos resultados seran publicados proximamente en Journal of

Function Spaces and Applications.

Ademas, demostramos que la condiciéon de lipschitzidad global del operador de com-
posicion, en la condicion de Matkowski sobre este espacio, se puede sustituir por una

condicién de acotaciéon uniforme de este operador.

Proseguimos, exponiendo un conjunto de resultados sobre las nocién de p-variacion en
el sentido de Riesz, introducida en 1953 por Yu. T. Medve’ed y segunda (-variacion en el

sentido de Riesz, estudiada por N. Merentes en 1991. Para luego, construir otro concepto



Resumen 2

de variacion, denominado (¢, k)-variacion en el sentido de Riesz-Popoviciu (g es una ¢-
funcion y k un entero positivo), el cual combina las idea de Merentes, para la segunda
@-variacion y las de T. Popoviciu de k-variacién. Sobre la clase f/(ﬁ’k) [a,b], de estas
funciones, presentamos una nueva version del Lema de Riesz-Medve’ed, demostrando
que toda funcion de esta clase, tiene derivada de orden k£ — 1 absolutamente continua
y la derivada de orden k esta en L,[a, b] y dando de una manera explicita una formula
para calcular la (¢, k)-variacion. Usando este resultado presentamos condiciones sobre ¢

para que la clase 17(’; k) [a, b] sea un espacio vectorial o condiciones sobre dos p-funciones
- . R ~ R
©1Y P2 pf;ra que Vi& pla,b] € Vi )la,b] o para que RV, [a,b] C RV, [a,D],
donde RAV(WC) [a, b] denota el espacio vectorial generado por la clase f/(];k) [a,b]. Ademaés
~ R
introducimos una norma sobre RV, ;[a, b] que lo dota de una estructura de espacio de

Banach.

Por ultimo, generalizamos la nociéon de ¢-variacion introducida por M. Schramm en
1985, presentando el concepto de segunda ¢-variacion en el sentido de Schramm para
un funcion u : [a, b] — X, donde X es un espacio normado y demostramos que si X es un
espacio de Banach reflexivo, toda funciéon con segunda ¢-variacion acotada en el sentido
de Schramm, es la integral indefinida de una funcién de ¢-variacion en el sentido de
Schramm. Este resultado fue publicado en Opuscula Mathematica a principios de este

ano.



Introduccién !

A finales de la tercera década del siglo XIX, el matematico aleméan J. P. G. L. Dirichlet,
quien vivi6 escasamente 54 anos, demostro el hoy conocido Criterio de Dirichlet, que
afirma que toda funciéon u : [a,b] — R, definida por medio de un ntimero finito de trozos
mondtonos, tiene serie de Fourier puntualmente convergente [61]|. De esta manera se
presenta por primera vez, una demostracion de la conjetura del francés Joseph. Fourier

sobre la representacion de una funcién por una serie trigonométrica [66].

En 1881, el matemaético francés Marie Ennemond Camille Jordan [84], haciendo un
estudio sobre el Criterio de Dirichlet, introduce el concepto de funcién de variaciéon
acotada, como aquellas funciones u : [a, b] — R, tales que:

n—1

(0.0.1) V(u; [a, b]) == sup Y |ultj1) — u(t;)| < oo,
donde el supremo se toma sobre las particiones 7 :a < t; < --- < t, < b, del intervalo
[a, b]. Esta clase de funciones se denota por BV|[a,b] y tiene una estructura de algebra

de Banach (ver [18, 37| ) con la norma:
lull = u(a)] + V(u; [a,b]), e BV]a,b].

En (84|, C. Jordan caracteriza el espacio BV][a,b], como aquellas funciones que se
pueden descomponer como diferencia de dos funciones monoétonas (Teorema de Repre-
sentacion de Jordan). De esta manera queda establecido que el espacio de funciones de

variaciéon acotada en un intervalo, se le puede aplicar el Criterio de Dirichlet.

La nocién de variacion de Jordan de una funcion se ha generalizado siguiendo varias
direcciones, dependiendo de la utilidad donde se desarrolla. Pero basicamente hay cuatro

direcciones.

LEl desarrollo de esta investigacion estuvo financiada por el Banco Central de Venezuela
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1. Cambiando el conjunto donde toma valores la funcion. Por ejemplo, conside-
rando un espacio métrico (X, d) o normado (X, ||.]|) (ver [50]) o en el caso de
multifunciones (ver [40, 49, 155, 172] ) el espacio (P(X),dy), donde dy es la
métrica de Pompeu-Hausdorff (ver [30, 76, 77]).

2. Modificando el dominio de la funcién. Se ha considerando un subconjunto E de

R o un rectangulo en el plano o méas general en R".

3. Modificando la estructura de la suma (0.0.1) que aparece en la definicion.

4. Haciendo combinaciones de las tres anteriores.

En el primer caso cambiamos la suma ) |u(t;41) — u(t;)| que aparece en la definicion
J
de Jordan por sumas de la forma:

D dlulty)sulty) o D llulti) —u(t)]l
J J
segun que el espacio X, sea un espacio métrico o normado.

El caso particular X = C, es considerado en libros clésicos de Anélisis o Variable
Compleja como [53, 80]. Cuando X = R™, puede revisarse en el libro de T. M. Apostol

[5] donde se demuestra que:

u=(uy,...,us) € BV ([a,b],R™) siy solo si u; € BV][a,b],i=1,...,n.

En el segundo caso, cuando modificamos el dominio de la funcién, una primera instancia
es colocar como dominio a R (ver |5, 146]). También se puede estudiar el articulo [40],
donde V. V. Chistyakov considera como dominio un subconjunto @ # E C R. En estas

dos situaciones la suma (0.0.1) se considera sobre familias
L <to<---<t,

de puntos del dominio de la funcién, que podemos considerar como una generalizacion

del concepto de particion de un intervalo, para el conjunto E.

Para el caso de funciones definidas en un rectangulo del plano, en los anos 1905-1906 G.
Vitali [164] y G. H Hardy |[75] exponen generalizaciones. Ademas, M. Fréchet [67, 68|,
C Arzela [13], J. Pierpoint [131], L. Tonelli [163] y H. Hahn [74] presentan otras
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definiciones. En este sentido, es interesante revisar los trabajos de C. R. Adams y J. A.
Clarkson publicados en los anos 1933-34 donde hacen un estudio comparativo de estas

definiciones en |2, 3].

En cuanto a las definiciones de variaciéon de una funcion, haciendo modificaciones de la
suma (0.0.1) en la definicién dada por Jordan, existen varias definiciones estudiadas, a
lo largo de la historia; entre las que podemos mencionar varias que agrupamos como:

Variaciones tipo Riesz, tipo Wiener y tipo De la Vallée Poussin (ver |7, 118]) .

Variaciones tipo Riesz. La primera de ellas, son las denominadas funciones de
p-variacion en el sentido de Riesz (1 < p,< 00), introducida por Frigyes Riesz en 1910

[136]. Riesz define la p-variacion de una funcion u : [a, b] — R como:

u(t u(t;)\"
Va1 —supz(' 22 =) s o,

|tj+1 -1 |
donde 1 < p < o0.

Riesz expone una caracterizacion de estas funciones, con el hoy denominado Lema de

Riesz.

Lema de Riesz [136].
Sean 1 < p < ooy u:[a,b] — R, entonces:
V(ﬁl)(u; [a,b]) < o0 siy sdlo si u€ AC[a,b] y u' € L,[a,b] y ademds
Vi f |u/(¢)[P dt.

Es de hacer notar que en el trabajo a que hemos hecho menciéon es donde Riesz demues-
tra el celebre resultado que el dual de Ly[a,b] es L,la,b], p > 1, > 1, % + é =1.

En [18] L. Avila realiza un estudio detallado de las propiedades y caracterizaciones de

este tipo de funciones. También se puede revisar [138].

En 1953, Yu. T. Medved’ed en [112] extiende este concepto, considerando sumas de la

forma

ng (|U(tj+1) - u(tj)|> tn— 1],

- |51 — 1]
donde ¢ : [0,00) — R es lo que se conoce hoy como una ¢-funcion o como las llamo

Orlicz en sus trabajos N-funcion. Es decir, ¢ es una funciéon creciente, continua, 0 =



Introducciéon 6

©(0) < @(t),t > 0y p(t) = oo, cuando t — oo. Este concepto se conoce en la
literatura como @-variacion acotada en el sentido de Riesz y la p-variacion de una
funcion u : [a,b] — R la denotaremos a lo largo de este trabajo por V(il)(u; [a.b]).

»(t)

Si ¢ verifica la denominada condicién ooy (l@'m sup =~ = oo) , condicién que se impone
t—o0

para que la clase V(‘:” pyla,b] = {u € Rl . V(g n(w; la, b)) < oo} no sea el espacio de
las funciones de variacion acotada (ver [97]); los mateméticos en Yu. T. Medved’ed,
Cybertowiscz y Matuszewska demuestran en [56, 112] la siguiente generalizacion del

Lema de Riesz .

Lema de Riesz (Medved’ed).

Sean ¢ una @-funcién que verifica la condicion ooy y w : [a,b] — R, entonces:
\/(il)(u; [a,b]) < oo siy solosiue in[a, by u' € Ly[a,b] y ademas
Vig iy (usla, b)) = [, o (lu'($)]) dt.

Para ver un estudio con detalles de las funciones con este tipo de variacion finita, se
puede revisar el trabajo realizado por M. T. Neves en 1994 [126]. También es de uso

frecuente los resultados obtenidos en 1987, por M. Maligranda y W. Orlicz en [97].

A principios de la década del 90, del siglo pasado, N. Merentes presenta en [113,
115], dos nuevas generalizaciones de los conceptos estudiados por F. Riesz y Yu. T.

Medved’ed, considerando el supremo sobre sumas del tipo:

u(tjyo)—ultipr)  ult)—ult;—1) [\ P

ti+r2—tjt1 ti—tj—1

tiro —t;|, p>1

2

- |tjy2 =t

o de la forma:

ultjpo)—ultj+1)  u(ti)—u(ti—1)
ti+2—tj+1 ti—tj—1

|2 — tj-1] ez =tal.

D¢
J
siendo ¢ una ¢-funcion.

Si existe el supremo de la primera suma, al variar la suma, sobre las particiones del
intervalo [a, b], se dice que la funcion u tiene (p,2)-variacion acotada en el sentido de

Riesz, mientras que en el segundo caso se dice que la funcion u tiene (p,2)-variacion
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acotada en el sentido de Riesz y la variacion (el supremo de las sumas del segundo tipo)

se denota por V(g,z) (u; [a, b]).

En estos trabajos N. Merentes [113, 115|, generaliza el lema de Riesz. En particular

para el caso de (i, 2)-variacion, tenemos:

Generalizacion del Lema de Riesz (Merentes).

Sean ¢ una @-funcion que verifica la condicion ooy y w : [a,b] — R, entonces
V(I;’Q) (u;[a, b)) < o0, siy sdlosiu € AC|a,b] y 0" € L,la,b].

Ademas

VE (s la, b)) = [} o (Ju"(1)]) dt.

Recientemente, en el ano 2009, en su Tesis Doctoral, W. Aziz [19] extiende las defini-

ciones de Riesz-Medved’ed para funciones definidas en un rectangulo del plano.

En el estudio de esta generalizacion, también se puede revisar los trabajos de W. Aziz,
H. Leiva, N. Merentes y B. Rzepka [22] y W. Aziz, H. Leiva, N. Merentes y J. L. Sanchez
[23].

En estas investigaciones se asume que a = (ay,as) y b = (b1, be) son puntos del plano,
u: IP = [ag, bi]x[ag, by] — Ry ¢ es una p-funcién; y la p-variacion en el sentido de
Riesz de u en el rectdngulo I° , denotada por TVvR(u; I%), se define como la suma de

los supremos de las sumas del tipo:
y
Sy (Samtesl) 16t As1,

donde

ap <ty < - <ty <b,ay<s;<---<8, <by,
son sendas particiones de los intervalos [a1, b1] v [az, by], respectivamente; y
Aty =t —t;, As;j =541 — S5,
Aqoultizr, b1) = w(tizr, b1) — u(ts, by),
Aoru(ay, sjy1) = ular, sj1) — ula, s;5),

Anu(ty, sj) = u(ti, s5) — u(tive, sjt1) — wti, 8541) — ultiva, s5)-
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Si ¢ cumple la conocida condicién ooy, estos investigadores, demuestran la siguiente

generalizacion del lema de Riesz.

Generalizacion del Lema de Riesz para funciones definidas en un rectdngulo.

Sean ¢ una @-funcién que verifica la condicion ooy y u : I? — R, entonces:
TVf(u; I%) < o0, si y solo si u es absolutamente continua en I?
en el sentido de Carathéodory y
b ) b o b b
e (|G s dt+ 20 (132t 9)]) ds+ 20 2

Ademas la suma de las tres integrales es igual a T’ V@R(u; 1%).

g:@us (t, S)D dtds < oo.

W. Aziz también demuestra que el espacio vectorial BV@R(I 5) generado por la clase de
funciones que tienen -variacion total en el sentido de Riesz finita, tiene una estructura

de algebra de Banach con la norma:

=l +ing { > 05w (21 o) <.

Mas recientemente, en el 2011, M. Bracamonte, J. Giménez y N. Merentes en [33],
n

obtienen la generalizaciéon para funciones definidas en un rectdngulo X1 [a;, b;] en R™.
1=

Mas informacion sobre este tema puede verse en (34, 35, 36, 63]o [32].

Variaciones Tipo Wiener. Otra manera de generalizar el concepto de variacion
acotada fue concebido en 1924 por el norteamericano Norbert Wiener, con lo que de-
nominaremos Variaciones tipo Wiener. En [169] N. Wiener considera expresiones de la

forma:

Z u(tjr) —uty)l’, 1 <p<oo.
j

El caso 0 < p < 1 es estudiado por F. W. Gehring en 1954 en [69], para funciones a

valores complejos.

Trece anos después de introducido el concepto de variacion tipo Wiener, el matematico
aleméan, L. C. Young [171], hace una generalizacion, usando ¢-funciones, al estudiar

expresiones de la forma:



Introducciéon 9

Zw(IU(tm) —u(t;)])-

Un estudio completo de estas funciones fue realizado en 1959, por los mateméticos
polacos J. Musielak y W. Orlicz en (|123, 124]). También se puede revisar [97, 126].

En [126] se presentan las demostraciones en detalle.

En el ano 2010 A. J. Guerrero en su Tesis Doctoral [72] estudia una generalizacion de
esta nocion, para funciones reales, definidas en un rectangulo del plano, considerando

el supremo de sumas como las siguientes

Z¢(|A10u(ti+1,c)|),
> e (1Bou(a, si))),

Y e Anult ).

En este caso la ¢-variacion total en el sentido de Wiener de una funcion u : I — R se
denota por TVY (u; I}). Guerrero demuestra que el espacio vectorial BV,Y (I?) generado
por la clase de funciones tales que T' V@W(u; I#) < o0 es un espacio de Banach con la

norma:

¥ = Jfull, + inf {e >0:TVY (“‘Tu(“);f};) < 1} .

Otra generalizacion de la nocién dada por Jordan, la realiza en 1972, Daniel Waterman

en [165]. En este caso, se consideran expresiones del tipo:

3 |u(bn) — u(an)]
n )\n ,
donde {[an,b,]},; es una familia de subintervalos del intervalo [a, b], no solapados y
A={\},> es una sucesién creciente de nimeros reales positivos, tal que la serie ) /\i
es divergen%e. Este tipo de sucesiones es lo que se conoce como una A-sucesion o A-
sucesion en el sentido de Waterman. Las funciones con esta variacion y sus propiedades
son estudiadas por S. Perlman y D. Waterman en [129, 130, 165, 166, 167|. En 1995 L.
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De Jestus hace un estudio detallado de las funciones de A-variacion acotada, introducida
por Waterman, en su Tesis de Grado [58]. También puede verse el articulo de F. Prus-
Wisniowski [134] donde se expone una recopilacion de resultados y problemas abiertos
sobre este tema. También M. Avdispahi¢ ha escrito varios trabajos sobre este tema (ver
[16, 17]).

La funciones de A-variaciéon acotada en el sentido de Waterman, en el caso de dos
variables, son introducidas por A. A. Saakyan y A. I. Sabblin en 1986/87 en [153, 154]
y M. I. Dyachenko y D. Waterman hacen un estudio de las mismas el afio 2004 [62].

Estos autores consideran una A- sucesién {\,},~; y toman sumas del tipo

Z |A11U t“ t

En las XXIV Jornadas Venezolana de Matemaéticas L. Anzola presenta una ponencia

sobre este tema (ver [4]).

Otra manera de generalizar los conceptos de variacion de Jordan-Wiener-Young-Waterman
[84, 169, 171, 165|, lo hace M. Schramm en [158| a mediados de la década de los afios
80 del siglo pasado. En esta ocasion las sumas empleadas por D. Waterman en [165]

son transformadas en

Z(pn |’U, _uan|)7

donde ¢ = {‘PH}nzl es una ¢—sucesmn, es decir, cada funciéon ¢, n > 1 es una p-funcion

convexa y adicionalmente ) -, ¢(t), diverge, para cada t > 0.

Para revisar con detalles, las demostraciones de los resultados relacionados con esta clase
de funciones, puede verse el Trabajo de Ascenso presentado por Angela Hernandez en
1996 [78]. Un resumen de este trabajo se present6 en las IX Jornadas Venezolana de
Matematica en 1996, por A. Hernandez y S. Rivas [79]. El caso de dos variables ha sido
estudiado por T. Ereu, N. Merentes y J. L. Sanchez en [64]).

Un caso similar a la variacion estudiada por Schramm, lo tenemos cuando se considera

una sucesion ¢ = {)\i} , donde ¢ : [0,00) — R convexa verificando la condicion
") n>1
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@ — 0, cuando t — 0y {A,},5, es una A-sucesion. Esta situacion la estudia Hwa-Jun

Kim el 2004 y 2006 en [85, 86| y se conoce como ¢A-variacion.

También es importante mencionar otra generalizacion del concepto de variaciéon acotada,
denominado k-variacion, introducido por Boris Koremblum en 1975 (ver [90]). En esta

oportunidad se considera el supremo de expresiones del tipo:

> fultis) - u(t))

(0.0.2)

donde & : [0,1] — [0, 1] es continua, concava, creciente y £(0) = 0, k(1) = 1, @ — 00,
cuando x — 0. Las funciones k con estas propiedades se conocen con la denominaciéon de
k- funcion. A mediados del ano 2011, M. Sanoja recopila varios resultados relacionados

con estas funciones en su Tesis de Grado de licenciatura [157].

Combinando el concepto de variacion de B. Koremblum [90]| con el dado por M.
Schramm [158], en 1989, Y-H. Sok y J-K. Park [162] presentan una nueva genera-
lizacion, considerando una ¢-sucesion {¢,},; y modificando el numerador de la suma
(0.0.2) por: )

S (u(ba) = u(a)).

Este tipo de variacién se conoce como k¢-variacion. Los trabajos desarrollados por D.
S. Cyphert y A. Kelingos en 1985 [54], S. K. Kim y J. Kim en 1986 [87], Y-H. Sok y
J-K Park en 1989 [162], S. K. Kim y J. Yoon en 1990 [88], J. Park y S. H. Choo en
2003 [128], H. J. Kim en los anos 2004 y 2006 [85, 86|, J. Park en el 2010 [127] y W.
Aziz, J. A. Guerrero, N. Merentes y J. Sanchez en el 2011 en [21], hacen una exposicion

de las investigaciones desarrolladas sobre estas funciones.

Variacion Tipo De la Vallée Poussin. Otro forma de generalizar el concepto de
variacion acotada es considerar las Variaciones tipo De la Vallée Poussin, introducidas
en 1908 en [59] por Charles Jean de la Valleé Poussin. Para esto se consideran sumas

de las variaciones de cocientes incrementales, es decir sumas del tipo
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ultjer) —ulty)  ulty) —ultia)|
ij+1 — tj tj — tj,1

Cuando todas estas sumas estan acotadas, decimos que la funciéon w tiene segunda
variacion acotada y el espacio vectorial de estas funciones se denota por BV3[a, b]. Este
tipo de funciones admite una descomposiciéon tipo Jordan, pero como diferencia de

funciones convexas (ver [133, 148]).

Hay varias maneras de generalizar este concepto, una de ellas fue estudiada en 1930
por T. Popoviciu en [132] y A. M Russell en [148] en 1973, al introducir las funciones
de k-variacion acotada. Para aclarar en qué consiste esta variacion, se considera una

funcion u : [a,b] — R y se definen las diferencias divididas, por:

u[tth] = M 7t1 7£ t27

to—1t1

ulty, .ty b ) o= Attt oy

Ahora se generaliza el concepto estudiado por De La Vallée Poussin tomando las sumas

1
o

[ultjsr, st — ulty, o teal]
1

<.
Il

Ademés Popoviciu demuestra un teorema de descomposicion tipo Jordan (ver [132,

133|). Otros articulos que pueden revisarse sobre este tema son [122, 151, 156|.

Otra manera de generalizar la variacion tipo De La Vallée Poussin fue estudiada por
J. R. Webb en [168] en 1969 y por A. M. Russell en 1970 [147] y F. N. Huggins en
1971 [81], considerando una funcion creciente m : [a,b] — R y trasformar las sumas

estudiadas por De La Vallée Poussin por

u(tj) —ulty)  u(ty) —u(tj—1)
m(tj) —m(t;)  m(t;) —m(t;1)|

>

En este caso, si las sumas anteriores son acotadas, decimos que la funciéon u tiene

segunda variaciéon acotada respecto a la funciéon creciente m.

Otra referencia que no debemos dejar de mencionar, es el estudio que hacen M. Braca-

monte, J. Giménez y N. Merentes en [35|. Estos autores consideran una o-funcion ¢ y
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generalizan el concepto de segunda variacion de De La Vallée Poussin, para funciones

u: [a,b] = X, donde (X, ||.]|) es un espacio normado, tomando sumas del tipo

Z @ (llult)tjsa] — ult;—1, t]l]) -

Otras generalizaciones del concepto de variaciéon acotada. Para concluir
este recuento histérico, debemos hacer menciéon al punto 4. de nuestra clasificacion
inicial, referido a las combinaciones de las diferentes formas de definir la variacion de

una funcion.

Las funciones que trataremos ahora son del tipo v : £ — X , donde @ # E C R
y X es un espacio métrico o normado. En este tema, los grandes aportes han sido
realizados por el matematico de origen ruso, Vyacheslav. V. Chistyakov y algunos de

sus colaboradores.

El primero de ellos fue publicado por V. V. Chystiakov, en el afio 1997 [40], donde
se generaliza el concepto de variaciéon introducido por C. Jordan en 1881. Es impor-
tante resaltar que el teorema de representacion de Jordan garantiza que muchas de las
propiedades de las funciones monotonas sean verificadas por las funciones de variacion
acotada (por ejemplo, existencia de limites laterales, conjunto de discontinuidades nu-
merable, existencia de derivadas c.s, Riemann integrabilidad). Sin embargo, para el caso
de las funciones consideradas por Chistyakov no puede plantearse el teorema de repre-
sentacion de Jordan, pues para este tipo de funciones no tiene sentido el concepto de
monotonia. De esta manera, en principio no podemos garantizar que estas nuevas fun-
ciones, verifique las propiedades de las funciones de variaciéon acotadas a valores reales.
Pero en contrapartida, se presenta el siguiente teorema de representacion (teorema 3.1
de [40]).

Teorema de Descomposicion (Chistyakov). v € BV (E,X) siy solo u = g o ¢, donde
¢ : E — R es creciente y ¢ : p(E) — X es una funcion Lipschitz, con constante de

lipschitzidad menor o igual a 1.

Este resultado generaliza el Teorema de Descomposicion del matematico de origen aus-

triaco, H. Federer del afio 1966 (ver [65]) quien demuestra:
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Teorema de Descomposicion (Federer). uw € BV]a,b] si y solo si u = u = g o m, donde

m es mondtona y g : m([a,b]) — R es Lipschiz, con constante de lipschitzidad menor o

igual que 1.

Este ultimo resultado, en cierta forma generaliza otro teorema de descomposiciéon plan-
teado por el polaco W. Sierpiriski en [160]| en 1933, que garantiza que toda funcion
regular u : [a,b] — R se puede descomponer de la forma u = gom, donde m : [a,b] - R

es monodtono y g : m([a,b]) — R es continua.

En el ano 1998, V. V. Chystiakov junto con O. E. Galkin (ver [48, 49]) generalizan los
conceptos variacion de Wiener [169] y de Young [171]. En estos trabajos también se

presentan versiones del teorema de descomposicién mencionado arriba.

A comienzos de este siglo, en el afio 2000, V. V. Chistyakov en [42] generaliza el concepto
de variacion de Riesz considerada por Yu. T Medved’ed en [112| para funciones u :

la,b] — R, agregando un peso. Mas especificamente, se consideran sumas del tipo

Sy (‘““ﬂ‘*” - ““J") (o(t;1) — o(t;)).

r o(tj41) — olt))
donde o : [a,b] — R es un funciéon creciente, que denomina peso.

El mimo ano, Chistyakov publica otro articulo [43|, donde generaliza este concepto
para funciones u : E — X, donde X es un espacio métrico y () # E C R. Ademas
en el Teorema 7, pag. 2708, de este mismo trabajo demuestra una generalizacion del
lema de Riesz-Medved’ev (ver [112, 136|), cuando la funcién peso o es continuamente

diferenciable con derivada positiva y X es un espacio de Banach reflexivo.

En el ano 2002 el mismo autor con M. Balcerzak consideran la variacion tipo Hardy-
Vitali [75, 164] para funciones de dos variables en [26]; y en [45] V. V. Chistyakov da
una estructura de élgebra de Banach tales funciones. Para el ano 2005 V. V. Chistyakov
considera funciones de varias variables [46, 47| y en el afio 2010, V. V. Chistyakov y

Y. V. Tretyschenco escriben otro articulo sobre el tema (ver[52]).

Por otra parte, en 2003 V. V. Chistyakov y O. M. Solycheva [51] consideran el caso de

variacion tipo Waterman [166].

En en los anos 2009/2010 C. Maniscalco en [98] presenta una generalizacion para el
caso de funciones de variacion acotada tipo Schramm [158|. Ademés expone el teorema

de representacion de Chistyakov para este tipo de funciones. Y en el 2011 J. Giménez,
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N. Merentes y S. Rivas [70], combinan los conceptos de segunda variacion de De La

Vallée Poussin [59] y de Schramm [158|, para obtener otra generalizacion.

En el caso de multifunciones ([14, 15, 31, 39]), es decir funciones del tipo u : E C
R — 2%, donde X es un espacio métrico o normado, se puede revisar los trabajos de
1997 de V. V. Chistyakov [40], S. A. Belov, V. V. Chistyakov del 2000 [29] y V. V.
Chystyakov, O. M. Solycheva del 2002 [51] .

Como una contribucioén al tema de variaciones de funciones, en esta tesis hacemos tres
aportes. En primer lugar, combinamos las nociones de de p-variaciéon en el sentido de
Riesz (|136]) y de k-variacion en el sentido de Popoviciu ([132, 133, 148] ) para crear
un nuevo concepto de variacion que denominamos (p, k)-variacion acotada, construyen-
do el espacio RV, |a,b] de las funciones con este tipo de variacion y presentamos una
caracterizacion de estas funciones, mediante una generalizaciéon del lema de Riesz. Estos
resultados seran publicados en [119]. En el ano 2011 presentamos una ponencia sobre

estos topicos en la XXIV Jornadas Venezolana de Matematica [120].

En segundo lugar, siguiendo las ideas de Yu T. Medved’ed en [112] y N. Merentes
en [113] generalizando el concepto de (p, k)-variacion acotada, senalado en el parrafo
anterior, al concepto de (i, k)-variacion acotada, donde ¢ es una @-funciéon convexa.
Para este tipo de funciones exponemos una caracterizacion demostrando un teorema
tipo lema de Riesz-Medved’ed-Merentes (ver [112, 113, 136]). Los resultados obtenidos

han sido expuestos en [95].

Finalmente, combinado los conceptos de ¢-variacion de M. Schramm de [158] y de De
La Vallée Poussin de [59] introducimos la nociéon de segunda variacion en el sentido
de Schramm y demostramos un teorema de representacion de estas funciones. Estos

resultado has sido expuestos en una articulo publicado este afio (ver [70]).

Representacion integral de funciones con 2da wvariacion acotada y sus
generalizaciones. Ademés de referirnos al tema de la variaciéon de una funcién intro-
ducida por C. Jordan y sus generalizaciones, haremos mencién a un tipo de descom-
posicién o representacion de las funciones con algin tipo de variacion; algunas de las

cuales hemos mencionado en los parrafos anteriores.

Tres tipo de descomposicion:

1. Descomposiciones tipo Jordan (ver [84, 148| ).
2. Descomposiciones mediante un integral indefinida (ver (80, 81, 125, 137]).
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3. Descomposiciones tipo Serpinski-Federer-Chistyakov (ver [160, 65, 40| ) .

Nosotros haremos referencia a la segunda de estas representaciones. Un resultado clasi-
co, que aparece en libros de andlisis de uso tradicional como [80, 125|, afirma que toda
funciéon absolutamente continua es la integral indefinida de su derivada. Una conclusion
similar es obtenida, al inicio de la segunda década del siglo pasado por F. Riesz [137],
quien demuestra que toda funciéon que tiene variacion acotada en el sentido de De La
Vallée Poussin [59] se puede escribir como la integral de una funciéon de variacion acota-
da en el sentido de Jordan. Mas especificamente: u : [a,b] — R tiene segunda variacion

acotada si y s6lo si
Jv € BV{a,b], tal que u(t) = u(a) + f(: v(s)ds.

Posteriormente, una conclusion similar ha sido generalizada por varios autores. Por
ejemplo, en 1975, F. N. Huggins presenta un teorema analogo para las funciones que

tienen segunda variacion acotada respecto a una funcion m (ver [81]).

En 1983 A. M. Russell y C. J. F. Upton en [152]) generalizan los resultados anteriores

para las funciones que tienen segunda variacion acotada en el sentido de Wiener.

Mas recientemente, en el anio 2011, M. Bracamonte, J. Giménez y N. Merentes, en [35],
generalizan el teorema de representacion de F. Riesz [137], para funciones u : [a, b] — X

donde X es un espacio normado y u tiene variacion finita del tipo De La Vallé Poussin.

Mientras que J. Giménez, N. Merentes y S. Rivas en [70]| logramos obtener, lo propio
para la clase de funciones que tienen segunda variacién finita en el sentido de Schramm,

siendo este un aporte nuestro a este tema.

El operador de composicién y la condicién de Matkowski. Dados dos in-
tervalos I,.J y una funcién h : IxJ — R, el operador H : JI' — R! definido por
H(u)(t) :== h(t,u(t)),u € J',t € I se denomina operador de composicién, superposi-
cion o Nemystkij, asociado a la funcion h. Si este operador transforma un espacio X en

sf mismo se dice que el operador H actia en el espacio X.

Este operador juega un papel importante en la Teorfa de Ecuaciones Diferenciales,
integrales y funcionales (ver por ejemplo [6, 10, 118]). Algunos de los puntos que se
tratan sobre este operador es dar condiciones necesarias y suficientes sobre la funcién

generadora para que el operador actiie en un espacio determinado o asumiendo que
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actiie qué informacion podemos obtener de la funcidén generadora si el operador es

localmente o globalmente Lischitziano.

En cuanto a la lipschitzidad global, en 1982 el mateméatico polaco J. Matkwoski de-
mostro en [101] que el operador H acttia en el espacio de las funciones lipschitzianas
u : [a,b] — R (Lip|a,b]) y es globalmente lipschitziano, es decir, existe una constante

L, tal que:

[ H (u) — H(U)Hup[a,b] < Lilu— U“Lip[a,b] , u,v € Lipla, b],

si y sblo si existen funciones a,b € Lip|a, b], tales que:

h(t,x) = a(t)r +b(t), t € [a,b], v € R.
En otra palabras, la funciéon h es una funcién afin en la segunda variable.

Existe una amplia variedad de espacios donde se verifica este resultado, también co-
nocido como Condicion o Propiedad de Matkowski (ver [8, 118]), en tal sentido se
puede revisar los trabajos |7, 9, 10, 44, 89, 91, 96, 99, 100, 102, 103, 108, 109,
110, 116, 118, 139, 140, 159| y para el caso de multifunciones pueden revisarse
117, 121, 161, 172].

En vista de la gran variedad de espacios donde se verifica el resultado de Matkowski en

[118] presentamos la siguiente definicion.

Propiedad de Matkowsk:.
Un espacio de Banach (X, || . ||) de funciones de RI*% tiene la propiedad de Matkowski si
el operador de composiciéon H generado por una funciéon h, actia en X y es globalmente

Lipschitz, entonces existe «, 8 € X, tales que la funcién h tiene la forma

h(t,z) = a(t)z +b(t), t € [a,b], z € R,

En el caso que la funcién h no dependa de la variable ¢, la relaciéon anterior garantiza

que la funcién A es una funcién afin.

Desde el ano 2008 se han escrito varios articulos donde se sustituye la condicion de
lipschitzidad global de la Propiedad de Matkowski por continuidad uniforme del ope-
rador de composicion (ver [1, 20, 24, 72, 73, 104, 105, 106, 107|) y para el caso de

multifunciones se puede revisar [25].
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Més recientemente, se han enviado varios trabajos para su posible publicacion, donde
se sustituye la condicion de continuidad uniforme del operador por una condicion de
acotacion uniforme (ver [12, 71, 83, 111, 170]). En esta tesis presentamos nuestra

contribucién expuesta en [12].

Estructura del trabajo. Para concluir esta introduccion, hacemos referencia a la

organizacion de este trabajo.

En primer lugar hacemos un extensa introduccion donde exponemos el desarrollo del

concepto de variacion introducido por C. Jordan en 1881 [84] hasta nuestros dias.

El trabajo lo hemos dividido en cuatro capitulos. El primero de ellos lo dedicamos ha
exponer los conceptos de funciones de variacién acotada, segunda variacion acotada y

k-variacion acotada y propiedades de estas funciones.

El segundo capitulo lo hemos destinado al estudio de una nueva nocién de variacion
de funciones; las funciones de (p, k)-variacion acotada y sus propiedades, pasando por
un recuento de las propiedades de las funciones de p-variaciéon acotada en el sentido
de Riesz y (p, 2)-variacion acotada en el sentido de Riesz. Finalizamos el capitulo pre-
sentando una generalizacion del lema de Riesz [136], asi como algunas consecuencias
de éste y exponiendo un resultado que garantiza que en la condicion de Matkwoski
podemos cambiar la condiciéon de lipschitziad global del operador de composiciéon por

una condiciéon mas débil, de acotamiento uniforme.

El tercer capitulo lo iniciamos con las nociones y propiedades de las funciones de ¢-
acotada y (¢, 2)-variacion acotada en el sentido de Riesz presentado en detalle las
demostraciones de muchas de las propiedades de estas funciones, la clase conformada
por ellas y del espacio vectorial generado; y en particular del lema de Riesz y sus conse-
cuencias. Finalizamos el capitulo, introduciendo un concepto original, que generaliza el
concepto de (p, k)-variacion acotada, considerando ahora la nocion de (¢, k)-variacion
acotada, donde ¢ es una @-funcién y £ un nimero entero positivo. Siguiendo el esque-
ma desarrollado para los casos Kk = 1y k = 2, procedemos a demostrar un conjunto
de propiedades de la clase de estas funciones y del espacio vectorial generado por la
misma. Concluimos demostrando una generalizaciéon del lema de Riesz y algunas de sus
consecuencias y enunciando un teorema que garantiza que la lipschitzidad global del
operador de composiciéon puede remplazarse por una condicién de acotaciéon uniformen,

del operador de composicion, en la condiciéon de Matkowski.
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Por tltimo, el cuarto capitulo, lo iniciamos presentado la definicion de ¢-variaciéon en
el sentido de Schramm (ver [158]) y algunas propiedades relevantes de estas funciones.
Luego pasamos a introducir el concepto de segunda variacion en el sentido de Schramm
para funciones u : [a,b] — (X, || .|), donde (X, || .]|) es un espacio normado; exponiendo
algunas de las propiedades de estas funciones y del espacio generado por ellas; y culmi-
nando con un teorema de representacion de las funciones que segunda variacion acotada
en el sentido de Schramm, como la integral indefinida de funciones con ¢-variaciéon en

el sentido de Schramm.

Ademés, al final de cada capitulo presentamos algunos problemas que pueden ser objeto

de investigaciones futuras.

Finalmente, es importante resaltar que como resultado de la investigacion desarrolla-
da para la conclusion de este trabajo, se han producido cuatro articulos, uno de ellos,
elaborado con la colaboracion de los profesores José Giménez y Nelson Merentes fue
publicado recientemente |70]; otro, aceptado para su publicacion, escrito con los pro-
fesores Nelson Merentes y José Luis Sanchez [119]. Los otros dos trabajos estin en
proceso de arbitraje, uno con los profesores Hugo Leiva, Nelson Merentes y José Luis
Sanchez [95] y otro con las licenciadas Francis Armao y Jésica Rojas y la profesora
Dorota. Glazowska [12].






Capitulo 1

Funciones de k-variacion acotada

Este capitulo lo hemos dividido en tres secciones, la primera la dedicamos a exponer
algunos resultados sobre las funciones variacion acotada; concepto introducido por C.
Jordan, a finales del siglo XIX en [84|. Damos inicio, presentando la definicion, para
luego pasar a exponer algunas propiedades de la misma y en particular, el teorema
de descomposicion de Jordan, que nos permite transferir propiedades de las funciones
monoétonas a las funciones de variacion acotada. Finalizamos la secciéon, presentando

varias definiciones alternativas del concepto dado por Jordan.

En la segunda seccion, exponemos la primera de una serie de generalizaciones del con-
cepto de variacion acotada, que estudiamos a lo largo de este trabajo. Nos referimos a
la nocién de segunda variacion acotada, estudiada por el matematico Belga, Charles De
la Vallée Poussin [59], quien tuvo un larga vida de 96 anos. La idea de este concepto
es presentar la nocion de variacion dado por Jordan, para la derivada de una funcion,

en forma discreta.

También, exponemos dos teoremas de representacion de estas funciones. El primero
garantiza que tales funciones se pueden descomponer como la diferencia de funciones
convexas (ver [147]); y el segundo, como la integral de una funcion de variacion acotada.
Este resultado fue demostrado por F. Riesz en el afio 1911 ( ver [137]). En [81] F. N.

Huggins expone una generalizacion de este ultimo resultado.

Luego damos una definiciéon alternativa de este concepto, demostrando que la segunda

variacion de una funciéon es la misma con cualquiera de las dos definiciones.

En la dltima seccién presentamos otra generalizacion, introducida por el rumano T. Po-
poviciu al final de la década de los treinta del siglo XX (ver [132, 133]). Nos referimos
a la nocién de k-variacion acotada. Sobre las funciones con este tipo de variacion pre-
sentamos varios resultados que hemos tomado de una trabajo de A. M. Russell ([148]),

quien ademés demuestra un teorema de representacion tipo Jordan en [148| y otro que

21
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determinar como calcular la k—variaciéon de una funcién, cuando la derivada de orden

k — 1 es absolutamente continua (ver [150] ).

Todos los resultados expuestos son conocidos en la literatura del tema, salvo la definicion
alternativa del concepto de k-variacion, que se presenta al final del capitulo; y un un
resultado que exhibe las relaciones entre las k-variaciones de una funcion, usando el
concepto dado por T. Popoviciu [132] y el expuesto por nosotros. La utilidad de esta

definicion alternativa la veremos en los capitulos posteriores.

1.1. Funciones de variacion acotada.

Denotaremos por Hg}l 0 HZ a la familia de todas las particiones 7 :a <t; <--- <t, <b

del intervalo [a, b].

En el afio 1881 C. Jordan [84] introduce el concepto de variacion acotada como sigue:

DEFINICION 1.1.1. (Variacion Jordan) Dada una funciéon u : [a, b] — R y una particion
mia <t <---<t, <bdel intervalo [a,b], Se definen:

(1.1.1) o1(u) = o1 (u,7) = _|ultjn) — u(t))]

Vi) = Vi(os [0, B) == supor(u, 7).
melld
El namero Vj(u;[a,b]) se denomina variacion en el sentido de Jordan (o simplemente
variacion) de la funcion u en el intervalo [a,b]. Si Vi(u;|a,b]) < oo, decimos que la

funcion u tiene variacion acotada o finita en el intervalo [a,b] .

La clase de las funciones de variacion acotada se denota por BV ([a,b],R) o de una
manera méas abreviada BV [a, b]. Algunas propiedades de estas funciones las describimos
en la siguiente proposicion (los detalles de las demostraciones se pueden ver en [18,
125]).
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PROPOSICION 1.1.1. (Propiedades de las funciones de variacion acotada).
Sea w € BV]a,b], entonces:

1. Vi(u) =0 & u = cte.

2. Vi(u) < oo, entonces u es acotada y ||u|| < |u(a)| + Vi(u).

3. St u es mondtona, entonces Vi(u) = |u(b) — u(a)|.

4. Si[c,d] C la,b], entonces Vi (u; e, d]) < Vi(u;[a,b]).

5. Sit € [a,b], entonces Vi (u;[a,b]) = Vi(u;[a,t]) + Vi(u;[t, b]).
Adicionalmente, tenemos

6. Lipla,b] C BV [a,b].

7. C'a,b] C BV]a,b.

8. AC[a,b] C BV |[a,b].

Ademas BV [a, b] tiene una estructura de algebra de Banach (ver |18, 37]) con la norma:

[ully := lu(a)] + Vi(u), we BVla,b].

Por otra parte, en [125] se presenta una forma de calcular la variacion de una funcion

si ésta es absolutamente continua, mas precisamente se demuestra:

PROPOSICION 1.1.2. Sea u € BV]a,b] una funcion absolutamente continua, entonces
Vi(us [a,8]) = [, [/ (1)] dt.

Otra manera de calcular la variacion, para el caso de funciones continuas es utilizando la
funcion Indicatriz de Banach (Ver [27, 125]). Para una funcién continua v : [a, b] — R,
se define la Indicatriz de Banach N : [minu, mdzu] — [0,00), como N (y) igual a
nimero de raices de la ecuacion u(zr) = y, es decir N(y) es el nimero de valores

x € [a,b] que verifican la relacion u(x) = y.

En [27] también se puede ver VIII-5 teorema 3 de [125] se demuestra el siguiente

teorema.
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TEOREMA 1.1.1. Siu € BV|[a,b]NCla,b], entonces

maxu

Vislat) = [ N dy
minu
Ademas, C. Jordan en [84] da una caracterizacion de las funciones de variacion acotada,
demostrando que toda funciéon de variaciéon acotada se puede escribir como diferencia

de dos funciones monoétonas. Mas precisamente, Jordan demuestra que:

TEOREMA 1.1.2. (Teorema de Representacion de Jordan). Sea uw € BV[a,b], entonces

u se puede escribir como diferencia de funciones mondtonas. Una de esas descomposi-

ciones es u = u; — ug, donde uy(t) = V(u;[a,t]) yus = V(u;[a,t]) — u.

Este resultado es de gran importancia, porque nos permite extrapolar propiedades de
las funciones monotonas (ver VII.1-2 de [125]) a las funciones de variacion acotada,

como se muestra a continuacion.

PROPOSICION 1.1.3. Sea u € BV|[a,b], entonces:

1. u tiene limites laterales.

2. u es acotada.

3. El conjunto de discontinuidades de u es numerable.
4. u posee derivada c.s. en |a,b|.

5. u es Riemann integrable.

6. u tiene serie de Fourier convergente.

Otra forma de caracterizar estas funciones es el siguiente resultado demostrado por H.
Federer en [65] en 1969.

TEOREMA 1.1.3. (Teorema de Descomposicion de Federer). u € BV[a,b] si y sdlo si
u = gom, donde m es mondtona y g : m([a,b]) — R es Lipschitz, con constante de

lipschitzidad menor o igual que 1.

Otro resultado de interés en relacion a estas funciones es el conocido Principio de Helly
(ver VIII-4 de [125]), que nos permite determinar cudndo una sucesion de funciones

con variacion acotada, poseen una subsucesion convergente.
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TEOREMA 1.1.4. Dada una familia F de funciones de RI%Y tales que existe una cons-
tate K, verificando:

Jullo < K, V(us[a,b]) < K, weF.
Entonces existe una sucesion {u,},, de la familia F que converge puntualmente a una
funcion de BV |a,b].
Hay otras maneras equivalentes de presentar el concepto de variacion introducido por
Jordan, siguiendo las ideas desarrolladas por M. Schramm en [158].

En primer lugar denotemos por I(a,b) la clase de las sucesiones de intervalos cerrados
I = {1}, = [ay, bk]},~, contenidos en [a,b], tales que la interseccién de dos de ellos es
vacia o un punto. Denotemos por Ir(a,b) la clase de colecciones finitas de elementos de
I(a,b).

Ademas convenimos que si u : [a,b] = Ry I = [s,t] C [a, b], denotamos
u(l) == u(t) — u(s).

DEFINICION 1.1.2. (Definicion alternativa de Variacion Acotada) Una funcion u :

[a,b] — R tiene variacion acotada en el intervalo [a, b] si:
sup Z ()| < oco.
Ukte>1€1(ad) 155

Si en la Definicion 1.1.2 s6lo consideramos el supremo de las sumas sobre colecciones

finitas de intervalos {I},—, € Ir(a,b), entonces:

sup u(lp)] < sup |u(Zk)|
{1k }elr(ab) zk: {Ix}€I(a,b) Z

Y si {Ix};s, € I(a,b), entonces:

Z|u Iv)| = lzm Z\u I < sup Z|u(lk)|

k>1 {[k}EI(a,b) k

De esta manera tenemos que en la Definiciéon 1.1.2 podemos considerar la suma sobre

sucesiones de intervalos de I(a,b) o de Ir(a,b).
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Por otra parte si m:a < t; < --- < t, < b es una particion del intervalo [a, b], entonces

considerando

[k: [tk,thrl], k}:l,...,n—l,

tenemos que:

n—1 n—1
) — utt)l = Yl < sup Y fu(lo)l.
k=1 k=1 {Ix}elp(ab) %

Ademas si {I;},_, € Ir(a,b) y hacemos un reordenamiento de estos intervalos de la

forma

Jk: [Sk,tk], k= 1,...,%,

ysp <t <---<s, <t,, obtenemos:

n n

D lu@)l = lu()l =) lulte) = ulsi)] < 1(u; [a,b]).

k=1 k=1

En consecuencia la definicién alternativa de variaciéon es equivalente a la definicion de

variacion clésica dada por Camille Jordan en 1881.

1.2. Funciones con segunda variacién acotada.

En 1908 de la Vallée Poussin introduce el concepto de segunda variacion de una funcion
u : [a,b] = R (ver [59]). La idea es definir la variacion de Jordan de la “derivada de

una funcion en forma discreta’”.

Para simplificar la notaciéon, hacemos la siguiente convencion. Si u : [a,b] — Ry
s,t € [a,b],s # t; definimos la diferencia dividida de orden 1, como

uls, t] = w
Es claro que u[s,t| = u[t, s].

DEFINICION 1.2.1. (Segunda Variacion acotada). Dadas u : [a,b] — R y una particion

m:a<t; <---<t, <bdel intervalo [a,b], con al menos tres puntos, se definen:
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2
(u, ) 1= nz ullje) = ultyrr) — ulljn) — ulty)
pucil LS Rk 75 tiv1 —
n—2
= fultjsr tisa] — ult, il
j=1

Vo(u; [a, b]) = supoq(u, ).

mell?
El nimero Vy(u, [a,b]) es llamado variacion en el sentido De la Vallée Poussin de u en
[a,b]. Si Va(u; [a,b]) < oo, decimos que la funcion u tiene sequnda variacion acotada o

finita en el intervalo [a,b] y las clase de tales funciones se denota por BV;[a, b] .

De la definicién de diferencia dividida de orden 1, se obtienen que si u, v € R*! o € R,

s,t € [a, b], entonces:

(u—+v)[s, t] = uls,t] +v[s,t] , (au)[s,t] =a(uls,t]).

Estas relaciones y la definiciéon de segunda variaciéon acotada, garantizan que si u,v €

Rl*Y o € R, entonces:

Vau + v; 0, b]) < Va(us [, 6] + Va(os [a,6)) 3 Va(ow; [a,8]) = [a] Va(ass [a, ).
Lo que permite afirmar que BVs[a,b] es un espacio vectorial.

En el lema 1.2 de [147] A. M. Russell demuestra que:

PROPOSICION 1.2.1. u € BVya, b], entonces |u[s,t]| es acotado, s,t € [a,b],s # t.

Es decir BVsla,b] C Lipla,b] y en consecuencia toda funcion de BVa[a,b] es continua.
Ademéas BVsa,b] C BV][a,b].

Por otra parte, existen funciones con segunda variacién acotada que no son derivables

en algin punto. Por ejemplo, si a < ¢ < by tomamos u : [a,b] — R, definida por:
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mit+d, , a<t<c
u(t) ==
mot+dy , c<t<b

donde mq, msy, d; v do son nimeros tales que:

dy — dy
miAmy , e=—2 L
Mo — My
Entonces u es continua y no es derivable en t = ¢ ya que u’_(c) = my # mg = v/ (c) y

Va(u; [a,b]) = [mag — ma].

Ademas, como consecuencia del teorema 1.1 de [147] obtenemos un teorema de repre-

sentacion tipo Jordan, para las funciones de BV;a, b]. Més precisamente, tenemos

PROPOSICION 1.2.2. u € BVsa, b, entonces u es la diferencia de dos funciones conve-

xas.

Intuitivamente esto era de esperarse, ya que si u es suficientemente suave, por ejemplo,
derivable y tiene segunda variacién acotada, entonces la derivada de u tiene variacion
acotada y por el teorema de descomposicion de Jordan, la funcion derivada u’, se puede
escribir como diferencia de dos funciones mondtonas crecientes. Al integrar nos queda

la descomposicién de v como diferencia de funciones convexas.

Otro resultado interesante, que relaciona las funciones que tienen segunda variacion
acotada con las funciones de variacion acotada, fue dado por F. Riesz hace exactamente
un siglo en [137], donde demuestra que una funcion tiene segunda variacion acotada si
y solo si es la integral de una funciéon de variaciéon acotada. Mas precisamente, Riesz

demostroé el siguiente teorema:

TEOREMA 1.2.1. (Teorema de Representacion de Riesz [137]) u € BVs|a, b] si y sdlo si
existe v € BV |a, b], tal que

u(t) =v(a) + fatv(s)ds.

Una generalizacion del concepto de segunda variacion acotada fue estudiado por A. M.
Russell en [147] y F. N. Huggins en [81]. Ambos autores modifican el la primera suma

que aparece en la Definicion 1.2.1 por:
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n2 u( ]+2 (tj+1) B u(tjr1) — u(ty)

t
m(tjre) —m(tip)  m(tin) —m(t)]’

=1

<.

donde m : [a,b] — R, es una funcion estrictamente creciente.

En 1971, F. N. Huggins en [81] presenta una generalizacion del teorema de representa-

cion de Riesz.

También podemos hacer una generalizacion del concepto de segunda variaciéon acotada

haciendo una pequena modificacién de la Definicion 1.2.1.

Denotamos por 1‘[272 a la clase de todas la particiones del intervalo [a, b] de la forma:
(121) 7Tl(l§t1<t2§t3<t4§"'<t2n§b.

DEFINICION 1.2.2. (Segunda Variacion Acotada. Definicion Alternativa). Dada una
funcion u : [a, b] — R y una particion 7 del tipo (1.2.1) del intervalo [a, b], con al menos

tres puntos, definimos:

n—1

oo(u,m) = Z

i=1

utag+n) — ultay)  ultyy) — ulty—1)
tagi+1) — toj+1 loj — tgj—1

—_

n—

= ‘U[t2j+1, togjv1)) — ultej—1, tsz
j=1

Va(u; a, b)) = sup Ga(u, ).

b
7r61'[a’2

Ademés se denota:

BV [a,b] = {u e Rl . ‘A/g(u, la,b]) < oo} :
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Usando la misma argumentacion que en el caso BV;[a, b] se demuestra que BV 5[a, b] es

un espacio vectorial.

La siguiente proposiciéon garantiza que la segunda variaciéon de una funciéon no cambia
utilizado cualquiera de la dos definiciones que hemos dado, y por lo tanto los resultados
que hemos mencionado para la funciones del espacio BVsa,b], también son valederos

para las funciones de BV y[a, b).

TEOREMA 1.2.2. Sea u : [a,b] — R, entonces:
1. Va(u; [a, 0] = Va(u; [a, b)), u € R,
2. BVyla,b) = BV]a, b].
DEMOSTRACION. 1. Sea u € BV[a,b] y 7 € IT% | De las definiciones de las sumas
tipo o(u, . )y o(u, . ) se observa que o2(u, m) = o9(u, 7) y asi resulta que:
Va(u; [a, b)) < Va(u;[a,b]), e REY
En consecuencia BV s[a, b] € BVs|a, b].

Por otra parte, consideremos u € BVs[a, b] y una particion m: a < t; < ty <t3 <ty <

-+ < tg, < b del intervalo [a, b]. Denotemos por
F:{jzl,...,n—lltgj <t2j+1}7

entonces si 7 € I', podemos escribir:

Wltajr1, tagirny] — wltaj—1, taj] = ultay, tajp] — ultaj—1, ta;] 4+ ultajq1, tagiyn)] — ulte;, tajpal.

De esta manera

—_

n—

oa(u, m) = ‘U[t2j+17t2(j+1)] — uftgj_1, tsz <
1

<.
I

> " ultag, tagan) — ultajr, ta]] +
jgl

+ Z (Julta, taja] — wltaj—1, tas]] + ’u[t2j+1at2(j+1)] - U[t2jat2j+1]|) = o9(u, ).
jer
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De donde resulta que Va(u, [a,b]) < Va(u, [a,b]) v por lo tanto BVs[a,b] C BVa[a, b).

Ademas el espacio BVs[a, b] tiene una estructura de algebra de Banach (ver [11, 143])

con la norma || - [| gy, : BVa[a, b] — [0, 00), definida por:

lull gy, = lu(a)| + |up(a)| + Va(u), u € BVala,b].

1.3. Funciones con k-variacién acotada.

El concepto de k-variacion acotada fue introducido en 1930 por T. Popoviciu en [132],
generalizando la nocién de segunda variacion acotada dada por De la Vallé Poussin
[59]. Antes de presentar algunos resultado relacionados con este nuevo concepto, con-
sideramos la definicion de k-diferencia dividida.

DEFINICION 1.3.1. (ver [38, 82]) Siu: [a,b] = Ry ty,...,tr+1 son puntos distintos de

[a, b], definimos las diferencias divididas de orden 0,1 y k, respectivamente, como:
. U[tl] = u(tl)

sufty, o] == —u(tiziz(tl),h # 11

cufty, ..t tpy) = u[t%"tk;;]_?[tlWMatk # 1.

Algunas propiedades de las diferencias divididas se resumen en la siguiente proposicion:

PROPOSICION 1.3.1. (ver [38, 82|) Sean k € N, t1,...,ty1, puntos distintos del inter-
valos [a,b], u,v: [a,b] = R y a € R, entonces:

k+1 ult)
1. U[tly-‘-;tk+1]zz—k+1 z .
g=1 II (t;=t:)
iz

2. El valor de ulty, ..., tyy1] es independiente del orden en que se tomen los puntos

tla"wtk-‘rl‘
S (u+v)ty, ... te] = ulty, . tega] F 0t g

4' (au)[tb s 7tk+1] = OKU[th B th—i-l]’
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5. Siu(t) = ag+ ait + ...+ axt® , entonces

a , N =
u[tlv"'atn-i-l]:{ 0 n>k

6. Siu € C*la,b], entonces:

ufty, ..., tk] =

1 T T
/ / / u(k) (l‘k(tk_H—tk)—i-...—l-l‘l(f,g—tl)—‘y-tl)dl‘k...dxl.
0 0 0

7. Siu € Ckla,b], entonces existe & en la cdpsula conveza de los puntos ti,. .. tgy1, tal
que:
(k)
u
(131) u[tl,...,tkﬂ] = %

OBSERVACION 1.3.1. Tomando limite cuando £ — ¢ en la ecuacion (1.3.1), nos permite
definir la diferencia dividida de k + 1 puntos iguales. De forma precisa, tenemos que si

u € C®a, b], entonces:

u[t>k+1veces’t] T t € [a,b].
—_——— :

Por otra parte, dada u : [a,b] — R, entonces:
1. Si u es derivable en t; € [a, b, entonces:
Ul[tl] = [im U[tl, tl + h] = U[tl, tl].
h—0
2. Si u es derivable en t1,ts € [a, b], entonces:

U,[tg] — Ul[tl] _ U[tg,tg] — U[tl,tl] _
tQ — tl t2 - tl

U/[tl, tz] =

ulty, to] — ulty, o] n ulty, to] — ulty, ]

= u|t1,to, t1,t1,1s].
t2_t1 t2_t1 u[l’ 2, 2]+U[ 1,1, 2}

En general tenemos la siguiente resultado.

PROPOSICION 1.3.2. (teorema 7 de |148|) Sea u : [a,b] — R. Si u es derivable en

t1,ta, ..., t, € la,b], entonces:
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Wty toy ..ty = wlty, tr,te, o ta] + oo Uty toy o te 1, Ty Tl

Ahora presentamos la definicion de k-variacion, dada en 1930 por T. Popoviciu en [132]
y que en 1973, estudia A. M. Russell en [148].

DEFINICION 1.3.2. (k-variacion acotada). Sea k > 1 un entero. Dadas una particién
m:a<t <---<t, <bconal menos k+ 1 puntos y u : [a,b] — R, se definen:

e
e

n—

ak(u, 7T) = |U[tj+1, .. 7tj+k] — U[tj, . 7tj+k71]| = (tj+k — tj> |U[t]’, c. ,t]qu”
j=1 1

n—

.
Il

‘/;C(u7 [(l, b]) = Vk<u> = Sup O-k<u77r)'
mel1%
Si Vi(u;[a,b]) < oo diremos que la funcion w tiene k-variacion acotada o finita en el

intervalo [a,b]; y a la clase de tales funciones la denotamos por BVj]a, b].

De las propiedades de las diferencias dividida (ver Proposicion 1.3.1) se tiene que:

PROPOSICION 1.3.3. BVj[a,b] es un espacio vectorial, para cualquier entero k > 1.

Ademas de la definicion de k-variacion y de las propiedades de las diferencias dividida
(Proposicion 1.3.1) de se desprende la siguiente proposicion, que relaciona la k-variacion

de una funcion en un intervalo con la k-variacién en subintervalos.

PROPOSICION 1.3.4. (ver |148]). Sean k > 1 un entero y u € BVi|a,b], entonces para
cada niumero t € (a,b), tenemos que u € BVila,t] N BVi[t,b] y

Vie(us [a, b]) = Vie(u; [a, 1]) + Vie(u; [t, 0]).

Siendo cierta la iqualdad para el caso k = 1.

DEMOSTRACION. Sean u € BVi[a,b] y a <t < b. Como II, | C IIY | y II¢, C IT%
de la definicion de k-variacion se obtiene que u € BVj[a,t] N BVj][t, b].
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Por otra parte, consideremos particiones
mia<t < ---<t, <t | Mg it <1 < <8, <

de los intervalos [a,t] y [t,b], respectivamente. Entonces de la definicion de las suma

tipo o(u, .) y de k-variacion, tenemos

o(u,m) + o(u,m) < o(u,m Umg) < Vi(u;la,b)).
Al tomar supremo sobre la familias TI}, ; y Hgl se obtiene la desigualdad buscada. U

OBSERVACION 1.3.2. En [148] A. M. Russell demuestra que la igualdad es cierta si

existe la Riemann *-derivada k-ésima definida por:

lim - limult,x + hy, ...,z + h.
hkﬁo h1—0

Procediendo como en el caso de segunda variaciéon acotada podemos dar una defini-
cion alternativa de k-variacion, la cual es introducida en [95]. Dado un ntimero entero

positivo k, denotamos por HZ . las particiones del intervalo [a, b] de la forma:

(132) mia<ty < - <t <ty <00 <o oy <0 <tpp <0

DEFINICION 1.3.3. (k-variacion. Definicion Alternativa) Sean k un entero positivo,
w:la,b) >Ry

Wiagtl<"'<tk§tk+1<"‘<t2k§t2k+1<"'<tkn§b

una particion del intervalo [a, b], con al menos 2k — 1 puntos. Se definen:

Er\k(u, 71') = Ek(u) = Z ‘u[tij, Ce ,t(j+1)k] — u[t(j_l)k+1, c. ,tij

‘2@(“? [a,0]) = ‘A@(U) = sup oy(u,m),

b
ﬂEHa,k
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donde el supremo se toma sobre las particiones del intervalo [a, b], con al menos 2k — 1
puntos del tipo (1.3.2) .

De manera similar que en el caso de las funciones de k-variacion acotada, tenemos que el
conjunto BV la, b] de las funciones u : [a,b] — R, tales que ?k(u, [a,b]) < 0o, tiene una
estructura de espacio vectorial. Ademéas de la Definicion 1.3.3, se deduce la siguiente

proposicion:

PROPOSICION 1.3.5. Sean k > 1 un entero y u € BVk[a, b], entonces para todo nimero
t € (a,b), tenemos que u € BV Ja,t] N BV [t,b] y

Di(ass [a, b)) > Vs [, 1)) + Vs 1, B]).
Ademads si k =1, se cumple la igualdad.

DEMOSTRACION. Sean u € BVi[a,b] y a < t < b. Como I, c I, v Iy, C 115,

de la definicion alternativa de k-variacion, se obtiene que u € BV [a, ] N BV [t, b].

Ahora consideremos particiones m € II! ,,my € I1%,. Entonces de la definicion de las

sumas del tipo o (u, .) y de k-variacion alternativa, tenemos

G (u, ) + 0(u, m) < &(u, m Ums) < Viu; [a, b]).
Al tomar supremo sobre la familias IT} , y I}, se concluye la relacion buscada. O]

En el siguiente teorema presentamos las relaciones entre estos dos conceptos de k-

variacion acotada.
TEOREMA 1.3.1. (ver [95]) Sea k > 1 un entero, entonces

Vi(u; [a, b)) < Vi(us [a, b)) < 3kVi(u; [a, b)),

y por tanto BVi[a,b] = BVk[a, b|. Ademds en los casos k = 1,2, la desigualdades se

transforman en igualdades.

DEMOSTRACION. Sea u € BVk[a,b]. Sia <t < - <ty < by consideremos

numeros by, ...bg, cq,...,ck, tales que:

th<by << b, <ty , tr<c <o <cp <l
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Entonces:

ulta, ... thaa] —ults, .. )] <

‘u[tg,...,thrl] —u[bl,...,bk] + ]u[bl,...,bk.] —u[cl,...,ck\ + ]u[cl,...,ck] —u[tl,...,tk” <

3‘7k<u; [t1, tis]).

De esta manera tenemos que si 7:a < t; < --- < t, < b es una particion de [a, b], con

al menos k + 1 puntos, entonces:

o

n—

n—k
ok, m) =Y |ultjsr, -ty = ulty, )] <0 8Ve (s [t k) -
j=1 j=1

Ahora agrupamos los miembros de la tltima suma en grupos de k sumandos, en el orden
que aparecen, hasta donde sea posible. A continuacién hemos colocado esto sumandos en
una matriz. En la primera columna de la matriz ubicamos los primeros k sumandos (j =
1,...,k). En la segunda columna, el segundo grupo de k sumandos (j = k+1,...,2k),
hasta que obtenemos la columna donde esta el dltimo sumando, que completamos con

ceros si es necesario, para culminar la dltima columna de matriz.

A~

‘716 (w; [t1, tiek]) V(W [tosr, taror)

‘719(“; [tn—lm tn])
0

‘7k (w; [t14k5 Tr42k]) %(U, [tatk, toror) - 0

Esta matriz tiene k filas y en cada fila las variaciones que aparecen son tomadas en
intervalos disjuntos. De esta manera al aplicar la Proposiciéon 1.3.5 resulta que la suma

de las entradas de cada fila esté acotada por Vi (u; [a,b]). Como tenemos k filas, resulta
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O-k(ua 7T) < 3]{:‘7(“) [CL, b])
Al tomar supremo de oy (u, w) sobre IIY | concluimos que:

Vi(u; [a,0]) < 3KV (u; [a, b]) ;

y en consecuencia u € BVj[a,b] . De esta manera se obtiene que BV [a,b] C BV[a, b].
Por otra parte, si u € BVj[a,b] y
mra <ty <. <ty Stpgprec <ok Stoppr <o <t < b

es una particion del intervalo [a, b], entonces de la desigualdad triangular, resulta:

‘U[tjkﬂ, o tgrok]) = ultGoktts - - ,tij <

‘u[tijrla s tgrnr) — ulties Lk - ;tijrkle +

[ultjn, tikrt - - s tikrk—1] — Wtjk—1, tiks Lik1, - - Likn—2]| + - -

oo ultGo k2 ek - - - b Eirar] — WG 1kr1s - ]| =

T
L

= ‘u[tjkfiJrla o tgank—i] — ultir—i, - .. at(j—i-l)k—i—l‘ -

7

Il
o

De esta forma tenemos:

n—1
Z ‘U[tjk:, o k1) — ultGoktts - - - ,tij <
j=1
n—1 k—1
‘u[t(jfl)kJriJrla o tgank—i] — ultip—i, - .. 7t(j+1)k7iifl‘ < Vi(u; [a, b]).

-
Il
—
o
I
=)
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Asi obtenemos que Vi(u; [a,0]) < Vi(u;[a,b]) vy por lo tanto v € BVi[a,b]. En conse-
cuencia BVi[a,b] C BV [a, b]. O

De este resultado se obtiene que todas las propiedades que tiene el espacio BVj[a, b]
también las cumple el espacio BV, [a, b]. En el siguiente teorema presentamos un resumen

de algunas de estas propiedades:
TEOREMA 1.3.2. (ver [148|) Sea k un entero positivo, entonces:

1. Si Vi(u, [a,b]) < oo, entonces ulty, ..., ;] es acotada, donde tq,...,t; € [a,b].
2. Bgi1la,b] C BVila,b].
3. Si u € Byla, b], entonces

( k=1, existed c.sen [a, b]
k=2, sieristeu',u' € BV]a,b]
k>3, existeu™, r=1,....k—2yu" € BV;_.[a,b]

k—1)

y existeu* V) c.s.en [a, b).

\

Ademéas Russell en [149] demuestra que BVj[a, b, k € N, es un espacio de Banach con
la norma:

(133)  Jul = (@] + | @)] 4+ [l V@] + Vew), v e BYa.t)
Del Teorema 1.3.1 se deduce que si en esta definicion sustituimos Vj,(u) por Vi(u) se
obtiene una norma equivalente.

Por otra parte, A. M. Russell en [148] generaliza el concepto de funcion convexa de la

manera siguiente:

DEFINICION 1.3.4. Sea k > 0 un entero. Una funcion « : [a,b] — R es k-convexa si
ulty, ..., trp1] > 0, para cualesquiera k + 1 puntos distintos 1, ..., tx11 € [a, b].

Para el caso k = 0 este concepto nos indica que u(t) > 0, t € [a,b]. Para k = 1 es la

definicion de funciéon creciente y para k = 2 es la clasica definiciéon de funcién convexa.

En [148| generaliza el Teorema de descomposicion de Jordan con el siguiente teorema.
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TEOREMA 1.3.3. (Generalizacion del Teorema de Descomposicion de Jordan) Sea k > 1
un entero y u € BVi]a,b], entonces u se puede descomponer como diferencia de dos

funciones k-convexa.

Para concluir esta parte, recordemos que la Proposicién 1.1.2 nos asegura que la varia-

cion de Jordan de una funcion u € AC|[a, b] se calcula con la integral

/ab |u/ ()| dt.

Russell generaliza este resultado para funciones que tienen k-variacion acotada. De

manera mas precisa, se tiene:

TEOREMA 1.3.4. (ver [150]) Sean k > 1 un mimero entero y u € R*¥ | tal que u*~Y

es absolutamente continua, entonces:

Vie(u; [a, t]) = ﬁ/ ’u(k)(s)’ ds, a<s<hbh.

Usando este teorema podemos calcular la k-variacion de varias funciones. Por ejemplo:

1. Para u(t) = at™,m € N, a € R tenemos que:

0 , k>m
Vi(u; [a, b]) = ko] (b—a) , k=m
m(mft])g';(f;*kﬂ) o (bm_k — am_k) , 1<k<m.
2. Si u(t) = e*, a € R, entonces:
jo*

Vi(u; [a, b]) = I (" —e*),k eN.

(k—1
1.4. Algunos problemas para investigar.

Aqui presentamos algunos problemas para futuras investigaciones.

1. Generalizar el concepto de k-variacion acotada, en cualquiera de sus dos formas,
para funciones v : F — X, donde X es un espacio normado, en particular para
multifunciones.

2. Determinar cuales de las propiedades del Teorema 1.3.2 son ciertas.
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3. Determinar si es posible demostrar un teorema de representaciéon para estas nue-
vas funciones, tipo Jordan (Teorema 1.3.3), tipo Riesz a través de una integral
tipo Serpinski-Federer-Chistyakov, como composicién de funciones.

4. Demostrar un teorema para el calculo de la k-variacion, similar al Teorema 1.3.4.

5. Estudiar algunos problemas relacionados con el operador de composicién, como

actuacion, lipschitzidad local o global, acotaciéon uniforme.
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El concepto de (p, k)-variacion acotada en el sentido de Riesz

Otra generalizacion del concepto de variaciéon acotada, fue estudiado por el mayor de
los dos hermanos Riesz, quienes vivieron entre finales del siglo XIX y mediados del
XX. Ambos de origen hiingaro y matematicos. Frigyes Riesz introduce este concepto de
funcion de p-variacion al final de la primera década del siglo XX en [136]; y caracteriza a
tales funciones con, el hoy conocido Lema de Riesz, donde se garantiza que una funciéon
tiene p-variaciéon acotada en el sentido de Riesz si es absolutamente continua y su
derivada estd en L,. Ademas presenta un relaciéon que permite calcular la p-variacion,

a través de una integral.

Posteriormente se hacen varias generalizaciones de este concepto, como mencionamos
en la introduccion de este trabajo. Una de esas generalizaciones la hace el matematico

venezolano, N. Merentes al principio de la década de los noventa del siglo XX, en [113].

Merentes combina los conceptos de p-variacion dado por Riesz en [136] y el de segunda

variacion, introducido por De La Vallée Poussin en [59], dos afios antes que la variacion

de Riesz.

De esta manera Merentes introduce un nuevo concepto de variacion de funciones, deno-
minado (p, 2)-variacion en el sentido de Riesz. Ademas. N. Merentes en [115] generaliza
el lema de Riesz, demostrando que una funcién tiene (p, 2)-variaciéon acotada en el sen-
tido de Riesz si su derivada es absolutamente continua y su segunda derivada esta en
L, Presentando adicionalmente una forma de calcular la (p, 2)-variacion, mediante una

integral.

En este capitulo, siguiendo las ideas de Merentes en [115], hacemos un aporte a este
tema, presentando una nueva generalizacion de la variacion de funciones dada por Riesz,
combinando los conceptos de Riesz y el de k-variaciéon acotada, introducido en 1930,
por el rumano T. Popoviciu (ver [132]) en su tesis doctoral. Esta nocion de k-variacion
de una funcioén, es a su vez una generalizaciéon de la nocién de segunda variaciéon de De
La Vallée Poussin [59].

41
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Iniciamos, el capitulo, con una secciéon donde recopilamos los resultados més impor-
tantes de las funciones con p-variacion acotada en el sentido de Riesz. En la siguiente
seccion, hacemos lo propio con el concepto de (p,2)-variacion acotada en el sentido
de Riesz, para luego presentar una variante de la definicién, que corresponde al con-
cepto estudiado por N. Merentes en [115]. Finalizamos demostrando, que a pesar de
que la (p,2)-variacion de una funcién puede variar, dependiendo de la definicion que
se considere (ver Ejemplos 2.2.2y 2.2.3) los espacio de tales funciones son los mismos.
Concluimos, enunciando la generalizacion del lema de Riesz de Merentes y exponiendo

algunos resultados que se derivan de éste.

Proseguimos, generalizamos los conceptos de (p,2)-variacion, introduciendo dos no-
ciones de (p, k)-variacion en el sentido de Riesz, donde & > 0 es un numero entero;
demostrando las relaciones entre estos conceptos y exhibiendo una versiéon més general
del lema de Riesz, de Merentes y las consecuencias que se derivan del mismo, lo que
corresponde a unas de las partes mas importante de este capitulo. Estos resultados,
estan expuestos en un articulo aceptado para su publicacién en colaboraciéon con los

profesores Nelson Merentes y José¢ Luis Sanchez (ver [119]).

Otro punto que aludimos al final del capitulo, se refiere a la verificacién de la Condicién
de Matkowski (ver [8, 118]) del espacio RV, )|a, b] de las funciones con (p, k)-variacion
acotada en el sentido de Riesz. Existen una variedad de espacios que verifican esta
condicion, como se refleja en [89, 96, 99, 100, 101, 102, 103, 108, 109, 110, 114,
116, 117, 121, 140, 159, 161, 172]|.

Como aporte a este tema, sustituimos la condicién de Lispchitzidad global del operador
de composicion H, generado por una funciéon h : [a, b]xR — R, por una condiciéon mas
débil de acotacion uniforme, obteniendo la misma conclusion de la Condicién de Mat-
kowski. Mas precisamente, si el operador de composiciéon H, generado por una funcién
h : [a,b]xR — R, transforma el espacio RV(,)[a,b] en si mismo y es uniformemente

acotado, entonces la funciéon generadora, tiene la forma:

h(t,z) = a(t)z + B(t),t € [a,b],

donde a y /3 son funciones de RV, [a, b].
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Los resultados obtenidos en esta tultima parte, estan desarrollados en un articulo, que
se encuentra en proceso de arbitraje, y que fue elaborado con la colaboracion de las

profesoras Francis Armao, Dorota Glazowska y Jéssica Rojas (ver [12]).

2.1. Funciones con p-variacién acotada en el sentido de Riesz.

A continuacién presentamos el concepto introducido por Riesz y algunas propiedades

de las funciones con este tipo de variacion finita.

DEFINICION 2.1.1. (p-variacion de Riesz). Dados p > 1, u : [a,b] — R y una particion

mia<t; <---<t, <bdel intervalo [a,b], consideramos la expresion:

n—1
|u(tjr1) —u(t;)]\"
Oy (U, ) Z( |Zt+1—t|j [tj41 — 4]
J

Jj=1

y se define:

‘/(ﬁl) <u7 [(I, b]) = ‘/;JR(U’) = Sup O-g),l) (uv 7T)'

mellb

El namero V( 1y(u; [a, b]) se denomina variacion en el sentido de Riesz de la funcion u
en el intervalo [a,b]. Si V( 1 (u; la, b]) < oo, decimos que la funcién u tiene p-variacion

o (p,1)-variacion acotada o finita en el sentido de Riesz, en el intervalo [a,b] .

La clase de las funciones con p-variacion acotada se denota por RV(,1)[a,b] o simple-
mente RV{[a, b].

Podemos observar que si tomamos p = 1, RV(, 1y]a,b] = BV]a,b] y por esta razoén se

considera en general que p > 1.

El siguiente teorema garantiza que toda funcién Lipschitz tiene p-variacion acotada y

estas a su vez tienen variacién acotada.

TEOREMA 2.1.1. Sea p > 1, entonces:
1. Siw € Lipla,b] entonces
Vi (s [a, b)) < KP(b - a),

donde K es la constante de lipschitzidad asoctada a u.
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2. Siu € RVip1)a,b], entonces

a. V(u;la, b)) <b—a+ V(ﬁl)(u; [a,b]).

b Vs [0, 6) < (6 a7 (VE (usfa b))

3. Lipla,b] C RV, 1la,b] C BV|[a,b].

DEMOSTRACION. 1. Sea 7 :a <t} < --- <t, <b una particion del intervalo [a, b].

Si u € Lip|a, b], entonces existe una constante K > 0, tal que:
u(t) —u(s)| < Kls—t], st € a,b]

Entonces:
n

R

ti1 — t]

<.
Il

3
—_

™3

KP [t — 1] < KP(b— a).

~—

J

De donde resulta V(ﬁl)( [a,b]) < KP(b—a).

2a. Si u € RV, 1[a,b] y denotamos por:

= {j: 1o ) Zub)]
tjt1 — ¢

entonces:

n—1

ultjn) — u(t;)|
Z u(tjpr) — u(ty)] = Z |jf++1 ) ti —tj] <
j=1 J

Iu +1) — u(ty)\"
>l - mz( e L) NUNERAE
J

jer
b—a+ ‘/(p,1)<u; [CL, b])
En conclusion V' (u; [a,b]) < b —a+ V(ﬁl)(u; [a,b]).

2.b Usando la desigualdad de Holder, con ¢ = %1, tenemos:

-1
1) — u(t)]
Z|U ]-‘rl —U Z ]+ 1-1/p |t]+1 t‘l 1/p<

j=1 J+1 — 1 |

1
u(tjpr) — u(ty)]\"
O(pay (U, ) = ( - ? [ti1 —t;] <
1

b
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e p /e 1-1/
ulte) =) (5, )
Z |t —t‘lpil Z|j+1_ ]l .

Jj+1 J j=1

J=1

Al tomar supremo se concluye que

_ 1/
V(u) < (b—a) "7 (VE (u;[a, b)) "
3. es consecuencia de 1. 2.a. 0 1.2.b. O

De la segunda inclusién de la parte 3. de la proposicion que acabamos de demostrar se
infiere que las funciones que tiene (p, 1)-variacion acotada tienen las mismas propiedades

que las funciones de variacion acotada (ver seccion 1.1 del capitulo).

En la siguiente proposicion demostramos que la clase RV(;1)[a, b], tiene una estructura

de algebra.

PROPOSICION 2.1.1. Sean p > 1, u,v € Rl*Y o € R, entonces:

1. (V(ﬁl)(u + v))l/p < <V(ﬁ1)(u)>1/p + (V(ﬁl)(u))l/p.

2. Vi (au) = |af” VI (u).

(p,1)

1/p 1/p 1/p
5. (VEy @) " < ol (VB @)+l (VEH@)
4. RVip1la, b] es un dlgebra.

DEMOSTRACION. Las partes 1. y 3. son consecuencia de la definiciéon de (p,1)-
variacion y de la desigualdad de Minkowski. Mientras que 2. se desprende directamente

de la definicion. Para los detalles ver [18]. La parte 4. se desprende de 1., 2. y 3. OJ

De las relaciones 1. y 2. de la Proposicion 2.1.1 se deduce que el espacio RV(;1)[a, b]
tiene una estructura de espacio normado con la norma (ver detalles en [18]).

1/
ull(1) == [ula)] + (Vi (us [a,0])) 7, u € RVila, b].

En el siguiente lema presentamos algunas propiedades relacionadas con la convergencia

de esta norma.
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LEMA 2.1.1. Seanp > 1 y u : [a,b] — R, entonces:
1. ||u||gg’1) < e implica ||ul|, < ((b—a)'"P+1)e.

: - R >
2. Si{un}, >, es una sucesion de Cauchy en la norma || .|, ), entonces también es una

sucesion de Cauchy con la norma || .|| -

ll-lloo

(A
3. Si {Un}nzl Dy, , entonces {Un}nzl — u

DEMOSTRACION. 1. es consecuencia de la definicion de la norma || - ||gj 1)- Las partes
2.y 3. se deducen de 1. O

Como consecuencia de este lema se puede demostrar la siguiente proposicién cuya de-

mostracion en detalle se puede revisar en [18|
PROPOSICION 2.1.2. El espacio RVj,1y[a,b] es un espacio de Banach.

En 1987, los polacos L. Maligranda y W. Orlicz en [97] dan condiciones para que un
espacio de Banach de funciones acotadas sea un algebra de Banach. El enunciado de

este resultado lo exponemos a continuacion.

LEMA 2.1.2. (Maligranda-Orlicz [97]). Sea (X, || - ||) un espacio de Banach de funciones

acotadas v € RV tales que:

(2.1.1) [uv]l < flullo ol + Null ol w0 € X.

Entonces X es un dlgebra de Banach con la norma |- || + || - ||. Si ademds

sl . = 0, cuando ||u,|| — 0, las normas || .|| y || - |l + || - | son equivalentes. Si
existe ¢ > 0, tal que ||u|| , < cl|lull, v € X, con la norma 2c|| - || es también un dlgebra

de Banach.

Usando el lema anterior podemos demostrar la siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.1.3. Sea p > 1, entonces el espacio (RV(pJ)[a, b, || - ||€;1)> es un dlgebra
de Banach.

DEMOSTRACION. Como consecuencia de la desigualdad 3. de la Proposiciéon 2.1.1
se deduce que la norma || - ||$’1) verifica la desigualdad (2.1.1) del Lema 2.1.2 y asi se

cumplen las condiciones del lema de Maligranda-Orlicz. 0J
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En el ano 1910 F. Riesz en [136], presenta una caracterizacion de las funciones que tie-
nen (p, 1)-variacion acotada, demostrando el siguiente lema, que es de vital importancia
en el estudio de estas funciones.

LEMA 2.1.3. (Lema de Riesz[136]) Seanp > 1, u € RV, 1)[a,b] si y sélo siu € AC|a, b]
yu' € Lyla,b] y ademds

b
Vig (us [a, 0]) = / /() [P dt.

Este lema presenta una caracterizacion de las funciones de (p, 1)-variacion acotada y da
una manera de calcular la (p, 1)-variacion de una funciéon. Ademas permite reescribir la

norma || - H como sigue:

(p,1)

b 1/p
fully sy o= lutal + ([ W) we Rfpafad)

Una demostracion detallada del lema de Riesz puede verse en [138|.

Por otra parte, como
Lp[a7b] CLQ[aab]a p>q> 17

del lema de Riesz tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 2.1.1. Sea p > q > 1, entonces:

RVip1la,b] C RVig1)la,b] € ACa,b].

2.2. Funciones de (p,2)-variacion acotada en el sentido de Riesz.

Otra manera de generalizar el concepto de (p, 1)-variacion de Riesz es de la siguiente

forma:

DEFINICION 2.2.1. ((p,2)-variacion de Riesz). Dados p > 1, u : [a,b] — R y una

particion m : a < t; < --- < t, < b del intervalo [a,b], con al menos tres puntos, se
definen:
n—2 »
(2.2.1) ol g (u,7) 1= Z (‘u 15 ’ZH] —?[‘154,tj+1]|) t1a — 1|
742 J

Jj=1
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Y

Vi) (u; [a, b]) := sup ot 9 (u, ).

El nimero V(fz) (u; [a, b]) se denomina (p,2)-variacion en el sentido de Riesz de la fun-
cion u en el intervalo [a,b]. Si V(gQ)(u; la,b]) < oo, decimos que la funcion u tiene

(p,2)-variacion acotada o finita en el sentido de Riesz, en el intervalo [a,b] .

La clase de las funciones u : [a,b] — R, tales que V(gQ)(u; [a,b]) < oo se denota por
RVip2)la,b] .
EJEMPLO 2.2.1. Supongamos que la funcion u : [a,b] — R es una funcién afin. Es decir,
existen nameros a, f € R, tales que u(t) = at + (,t € [a, b]. Entonces

uls,t] =a, s,t € [a,b].

De esta manera V(ﬁZ)(u; [a,b]) = 0y asi RV(p9)[a,b] no es vacio.

EJEMPLO 2.2.2. Si u es una parédbola, existen «, 3,7 € R, tales que
u(t) = at> + Bt +v, t€]a,bl.

Entonces de las propiedades de las diferencias divididas (ver Proposicion 1.3.1), si t; <

ty < i3
U[tg, tg] — U[tl, tg]

I3 — 1
Asi resulta, que para una particion 7 :a < t; < --- < t, < b del intervalo [a, b],

= U[tl,tg,tg] = Q.

0—(}272) (U, ﬂ—) -
n—2

laf” Z(tj+2 — 1) =P [(ty — t1) + 2(tn_1 — ta) + (t, — ta1)].

Considerando particiones con |ty — t1] y |, — t,—1| suficientemente pequefio, al tomar

supremo, resulta: ‘/(111?2) (u; [a,b]) =2(b—a)|al’.
En el siguiente teorema se demuestra que toda funcion que tiene (p, 2)-variaciéon acotada

tiene segunda variaciéon acotada.

TEOREMA 2.2.1. Sea p > 1, entonces:

1. Va(u) <2(b—a) + VB, (u), ueRE.
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1/p
2 Vafw) < (b= ) (VEy(w) ,  ue R,
3. RV(p2)la,b] C BVala,b] y por lo tanto RViy 9 (a,b] C Lip|a,b].

DEMOSTRACION. 1. Sean u € RV, 9)[a,b] y m:a <ty < --- < t, <b una particion
del intervalo [a, b]. Denotemos por

I = {j 1, e el mull ]l 1}.
|42 — 1

Entonces:

-2 n—2
tivt,tiso] — ult;,t;
Z s tiea] — ults, ti]] = Z |ultjr, tvo] — ult, tj]] e —t;] =
= o |2 — &
|ultjr1, tive] — ulty, tjn]|\"
Z“JH tj |+Z( = |Z++2—t |]7 : L2 — 4] <
J

jer j¢r
D iz = tipal + D> [t — ]+ Villay(u) <200 — a) + Vi (w).
jer jer
Para la demostracion de la parte 2. se procede de manera similar al Lema 2.1 de [115]

o a 2. de la Proposiciéon 2.1.1, usando la desigualdad de Hoélder.

Igualmente, la parte 3. es consecuencia inmediata de 1. o 2. y del hecho que BV;[a, b] C
Lipla,b] (Proposicion 1.2.1). O

COROLARIO 2.2.1. Sea p > 1, entonces RV, 2)[a,b] C RV, 1a,b].
DEMOSTRACION. Sea u € RV, 9[a,b]. Por el Teorema 2.2.1 u € BVs[a, b], entonces
existe una constante K, tal que |u[s,t]| < K| s,t € [a,b] (ver (1.2.1) ).

Seam:a<t;<---<t, <b, entonces:

n—1
off () S KPY |t —t] < KP(b—a).

j=1

Y asi u € RV, 1)la,b]. O
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En el siguiente teorema demostramos que RV{;2)[a, b] es un espacio vectorial.

TEOREMA 2.2.2. Sean p > 1, u,v € RVj, 9 a,b], o € R, entonces:
1 (Vi) < ()" (V)"

2 Vit o) = [ Vi ().

3. RV(,2)la,b] es un espacio vectorial.

DEMOSTRACION. 1. Sea 7m:a <ty < --- <t, < b una particion del intervalo [a, b],

con al menos tres puntos.

Por propiedades de las diferencias divididas y la desigualdad de Minkowski, tenemos

que:

(0(1;2)(u + v, W))l/p —

("z—i <|(u+ W)[tj41, t40) — (g v)[tj,tjﬂH)p) 1/p <

tjy2 —t;] »

2 p\ /P
<n ( i bive] = ulty il Joltis ] — U[tjatj+1]|> ) <
p—1 p—1 =~
j=1 tjr2 — tj| ! |2 — 5] 7

n—2 p\ 1/p n—2 p\ 1/p
<Z<WMMM—WMm0> ( Cvmw@ wmmg>
p—1 .
=1 tjre =t P =1 tjvo =t P

De esta manera tenemos que:

1 1
(O-(p72) (u + U’ ﬂ-)) /p S (J(p72) <u7 ﬂ-)) /p + O-(pvz) (U7 Tr)l/p
Al tomar supremos resulta:

< (Vi (s [, 0)) 77 + (Vs (03 0. 5) 7

v
(222) (‘/(ﬁQ) (U + v; [CL, b])) 8 = ,2 p,2
De la ecuacion (2.2.1) y de la Definicion 2.2.1 se tiene que:

0-5),2) (OZU, 7T) |a|p p2) (u7 7T)

y por lo tanto

(2.2.3) Vip (s [a, B]) = [af” Vigy) (us [a, B]).
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La demostracion de la parte 3. es consecuencia de 1. y 2. U

PROPOSICION 2.2.1. Sean p> q > 1y k > 0, entonces RV, 2)[a,b] C RV(42)[a,b]. Mds

atn, siu € RV, 2)(a,b], entonces:

Vige) (1) < 2(b — a) + Vi) (u).

DEMOSTRACION. Sean u € RV, 2)a,bl y m:a <t < --- < t, < b una particion

del intervalo [a, b]. Denotemos por:

F:{j: 1,...,7’1,—2 . |u[tj7tj+1,tj+2]|q S 1}7

entonces
n—2
0oy (u,m) = [ulty, b1, typal|” [t o — t5] <
=1
n—2 n—2
D o — ]+ Y fulty, tigas tyal 7 |42 — 1] <
=1 =1
jer Jjgr
25— a) + Vipa(us . B).
Por lo tanto V() (u) < 2(b—a) + V([ (u) y asi u € RV(g2]a, b]. O

En 1992, N. Merentes (|115] ) generaliza el concepto de (p, 1)-variacion, usando la ideas
sobre la nocién de segunda variaciéon acotada introducida por De la Vallée Poussin en

[59], como describimos a continuacion.

DEFINICION 2.2.2. ((p,2)-variacion de Riesz. Definicion Alternativa). Dados p > 1,
u:[a,b] = Ry una particion = € I , :

7TICL§t1<t2§t3<t4§t5<"'<t2n§b,

con al menos tres puntos, se definen:
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n—1
. ultaive, tajre] — wlte;i_1, tai] |\
0_5)’2) (U, [CL, b]) — Z (| [ 2j+1 2j+2] [ 25-1 2]”) |t2j+2 . t2j—1|

|taj 2 — t2j1]

Vg (u, [a,0]) = sup 5} 5 (u,m).
7r€l'[272

La clase de las funciones u : |a,b] — R, tales que ‘A/(ﬁm(u; [a,b]) < oo se denota por
RV (p2la,b] .
EJEMPLO 2.2.3. De manera similar al ejemplo 2.2.1 si v es una funciéon afin, entonces

ﬁﬁz)(u; la,b]) =0y asi RAV(p,g) [a, b] no es vacio.
EJEMPLO 2.2.4. Si u es una parabola (u(t) = at® + St + ~,t € [a,b]). Entonces, para

a <r <s<b, tenemos:
ulr,s] = a(r+s)+ 5.

De esta manera resulta que si a < t; < ty < t3 <ty < b, entonces:

ults, ta] — ulty, ta] | ts —ta\?

[t3, t4] [t1, to] — |af? 14 BTt
ty — 1

ty — 1
Asi resulta, que para una particion m:a <t] <ty <tz <ty <t5g<---<ty, <b dela

o1 b
familia II; , ,

n—2
. tojr1 —ta; \"
Gl (u,m) = o’ <1 + M) (t2j2 — taj-1).

e loji2 — toj1

Esta suma tomar su mayor valor, cuando t;f;—t;yl
J —ral—

tomando limite, de la suma anterior cuando toj11 1 29410 v toj L t2j—1,j=1,...,n —2.

=1,7=1,...,n—2;lo que se logra
De esta manera considerando sup 38’; o) (u, ), resulta:
WEHZ,Q '
Vipy (i [a,8]) = 2°(b — a) [a]".
Comparando con el resultado obtenido en el ejemplo 2.2.2, podemos observar que para
esta funcion w: V(ﬁQ) (u) < 17(1}?72) (u).

Siguiendo las ideas desarrolladas para el caso de la (p, 2)-variacion, podemos demostrar

el siguiente teorema.
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TEOREMA 2.2.3. (Propiedades de la variacion \A/(ﬁz)( )y de RAV(M) [a,b] ) Sea p > 1,

entonces:

1. Stu,v € RAV(M) [a,b], o € R, entonces:

~ 1/p ~ 1/p N 1/p
o (Wt 0) " < (Vo) "+ (Vo)
b T (o) = o U, ().
2. RAV(pQ) [a,b] es un espacio vectorial.

3. Valu) < 2(b— a) + V) (u).

~

4Va(w) < (b= a) = (VE, (w))

1/p

5. RAV(M) [a,b] € BV[a,b] y por lo tanto RAV(p,Q) la,b] C Lipla,b].
6. RV (pz)la,b] C RV ,1)[a, b].

DEMOSTRACION. Para la parte 1. se procede en forma similar a 1. del Teorema
2.2.2. La parte 2. es consecuencia de las relaciones de la parte 1. Para la demostracion

de las relaciones 3. y 4. se procede como en 1. y 2. del Teorema 2.2.1.

La inclusion 5. es consecuencia inmediata de 3. o 4. y del hecho que

BVs[a,b] = BVsla,b] C Lipla, b].

Para la parte 6. se procede de manera similar al Corolario 2.2.1 . 0

OBSERVACION 2.2.1. Anteriormente, en los Ejemplos 2.2.2 y 2.2.4 verificamos que para
u € RI*¥ definida por u(t) = t2, t € [a, b], se tiene que V(ﬁm(u) = 2(b—a), mientras que
\7(22)(@ = 2P(b—a). De esta manera tenemos que en general Véj‘z)(u) # \7&2) (zf) Sin em-
bargo, en el siguiente teorema demostramos que los espacios RV(;2[a,b] y RV ;,2a, b]
son iguales.

TEOREMA 2.2.4. Sea p > 1, entonces:

1. Si \7(22)(% [a,b]) < oo, entonces V(ﬁQ)(u; [a,b]) < 2. 3\7(1,,2) (u; [a,b]) .

2. 8i V(ﬁm(u; la,b]) < 00, entonces ‘A/(ﬁm(u; la,b]) < QPV(ﬁQ) (u; [a, b]).
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3. RV pa)la,b] = RVjp9la, b].

DEMOSTRACION. Sea u : [a,b] — R, tal que 17(52)(1@ [a,b]) < ooy consideremos tres
puntos tq, to, t3, tales que a < t; < ty < t3 < b. Ahora escojamos numeros ay, as, by, bs,
tales que:

t1<a1<a2§t2<b1<b2§t3.

Entonces:

(|u[t2,t3] - u[tl,tz]\)” ity — 1] = <|u[t2,t3] - u[tl,tﬂ!)p.

|t3 - tl‘ |t3 — tlll_l/p

Utilizando la desigualdad triangular resulta:

ulta, t3] — ulty, to]|

It — 1|7

juft, ta] — ular, as)| | ulas, aa] — ulby, bol| . ulbr, ba] — ults, £
1-1/p 1-1/p by — t1|1*1/p

|ts — a1 by — ay]

Al usar la desigualdad de Hélder, con g = p%l, obtenemos:

p
|U[t2, tg] — U[tl, t2]| <
Ity — t1|1—1/p -

P P P
-1 lulto, t3] — ulay, as)| n lulay, az] — ulby, ba]| N [ulb, ba] — ulty, to]] _
lts — ay |17 by — ay|"7/? by — ] M7

to, ts] — ’ — ufby, bo][\"
3]3—1 |:<‘U[ 25 3] u[a17a2”) ‘tg—a,1|+ (‘u[abaﬂ u[ 1 2”) ’bg—a1|+

|ts — ai b, — a1

(|U[b1>bz] — ulty, to|

p
by — 1] ) b2 - tl'} < 3Tty (u; [t B)).
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De esta manera tenemos que si 7:a < t; < --- <t, < b es una particion del intervalo

[a,b] v procedemos de forma similar a la demostracion del Teorema 1.3.1, concluimos

que:

n—2
|ultjrs,tive] — ulty, tin]\" %
S (et =l )y ) <2 T (sl
=1 g ’

Asi resulta que:

Vil (u; [a,0]) < 2.3VE, (u; [a,0]).
Por lo tanto RAV(M) [a,b] C RV{,2la,b].

Por otra parte, supongamos que V(fQ) (u; [a, b]) < ooy consideremos una particion del

intervalo [a, b],

mria <ty < oo <t <ty <o <o Stopry <0 <ty <0

De la desigualdad triangular, resulta que para cada 7 =1,...n — 1,

<|u[t2j+1,t2j+2] — U[tzj—latzjﬂ)p <
|tojro — taj1] -

<|U[t2j+1> tojral — ultay, tajia]l |tajra — toj
|tajra — ta] [toj2 — taj—1]

|ultaj, baja] — ultaj—1, ta;]| [t2j41 — tzj—l\)p

[tojs1 — toj—1] |tajro — toj-1]

Usando la desigualdad de Hélder, con ¢ = z% y que

[t2j+2 — by <1 [toj41 — taj1l <1, j=1,...,n—1,
|toja — toj 1] [t2j42 — t2j-1]

se tiene:

(|U[tzj+1,t2j+2] - u[tle,tng)p <
|tajr2 — taj_1| B

op-1 K|U[t2j+1at2j+2] — ultyy, taja]| |tajr2 — to) )p+
|taj 2 — tojl |tojo — toj 1|
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<|u[t2j7t2j+1] — ultgj—1, oyl [taj1 — t2j—1|)p] <
|toje1 — toj—1] |tojro — toj_1] -

gp—1 [(|u[t2j+1,t2j+2] - U[t2j>t2j+1]|>p [toj10 — toj N

|tajro — toj |tajro — toj_1]

(’u[t%at2j+1] — U[tzjlabjﬂ)p ltoj 1 — t?jlq
ltoje1 — toj1 ltajia — toj1l]’

j=1...,n—1

De esta manera resulta

( \ultaj1, tajro] — ultoj_1,to4]

p
tojio —toi 1| <
|22 — t2j1] ) a2~ taml <

op-1 K|U[t2j+h tajral — ulta), tajii

p
Losro — fos
|tajro — o ) fogee =ty ¥

wlty:, taivt| — ultai1, to; |\ 7
(St ]
J J—

2PVl (u; [taj1, taj 2],

jg=1...,n—1

Por lo tanto:

n—1
853,2) (u,m) = 2""" Z V(g,z) (us [toj—1, tajqa) < QPV(ﬁQ) (u; [a, b])
=1

Vil (s [a,]) < 27V (u; [a,B]).

De la relaciones 1. y 2. se concluye que RV, [a,b] = RV, p[a, b]. O
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En 1992, N. Merentes (ver [115]) generaliza el Lema de Riesz para el espacio RV ,)[a, b],

como se muestra en el siguiente lema:

LEMA 2.2.1. (Generalizacion lema de Riesz caso RAV(p’g) [a,b]) Sea p > 1. Entonces
u € RV ,9[a,b] si sélo siu' € AC[a,b] y u" € Lyfa,b] y ademas:

b
Vi lusla) = [ a0 e

De este lema, obtenemos los siguientes corolarios.

COROLARIO 2.2.2. Sea p > 1, entonces u € RAV(M) la,b] siy sdlo siu € RAV(pJ)[a, b].
Ademés Vgﬂ) (u) = V(ﬁl)(u’).

COROLARIO 2.2.3. Sean q > p > 1, entonces RAV(qvg) la,b] C RAV(pVQ) la, b].

COROLARIO 2.2.4. Sea p > 1, entonces RAV(M) [a,b] es un dlgebra.

DEMOSTRACION. Sean u,v € RAV(M) [a,b]. Del corolario anterior se obtiene la in-
clusion RV (,.9)[a,b] € RV ,1)[a, b]. Como RV (,1[a,b] es un algebra y

(wv) = u'v +v'u,
y u',v,v",u € RV, 1a,b], del lema de Riesz se obtiene la tesis. O

Consideremos la funcion || - ngg) : RAV(p,g) [a,b] — R, definida por:

R R
[ullp 2y = lw(a)] + 1lw'll )

o equivalentemente (usando la generalizacion del lema de Riesz que acabamos de enun-

ciar)

R / R 1/p R / ’ " 2 v
HUH(,,,Q):IU(G)\+IU(G)|+(V(p,2)(U)> o Nullg,z = lula)[+[u'(a)|+ (O dt) .

COROLARIO 2.2.5. Sea p > 1, entonces (RAV(M) la,b], || - Hgﬁ)) es un espacio de Ba-
nach.

DEMOSTRACION. El hecho que || Hg)’z) es una norma sobre RV (,9)[a,b] es conse-

cuencia de que || - ng’l) es una norma sobre RV, 1[a, b].
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Por otra parte, sea {u,},, una sucesién de Cauchy en (RAV(M) [a,b],] - Hg)g)), entonces

de la definicion de || - ||5772) tenemos que {un(a)},, es una sucesion de Cauchy en R y

u! es una sucesiones de Cauchy en ( RV, 1y|a, b], || - B ). Deesta manera, existen
nfn>1 (»,1) (p,1)

-G
ug € Ry u € RV, la,b] tal que {u,(a)}, ., converge a ug y u, —l,

Si consideramos u : [a,b] — R, definida por u(t) = uy + f x)dz, entonces:
a. u € RAV(p,g) la,b], ya que v’ =7 € RV, 1)la,b].

- 115
b. Como [Juy, — uly, 5 = [tn(a) — uo|+ ||t — [}, m > 1, se tiene que Up—"3 .

2.3. Funciones de (p,k)-variacion acotada en el sentido de Riesz.

Ahora generalizamos la nociéon de (p,2)-variacion acotada introduciendo un nuevo con-
cepto denominado (p, k)-variacion. Los resultados de esta secciéon estan expuesto en un
articulo escrito con la colaboraciéon de los profesores N. Merentes y J. L. Sénchez; y

seran publicados proximamente en Journal of Function Spaces and Applications [119].

DEFINICION 2.3.1. Sean p > 1, k > 0 un namero entero y u : [a,b] — R. Dada una

particion 7 : a < t; < --- < t,, < b del intervalo [a,b], con al menos k + 1 puntos;
definimos:
— ultjrr, - tar] —ufty -]\
(2.3.1) off =y Itk — ;]
=1 |tj+k t]‘
Y

V(;}},k)( [a,b]) = Vp,k)(u) = Slipffff,,k)(u,ﬁ),

donde el supremo se toma sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b], con al menos
k + 1 puntos. Si V(gk)(u; la,b]) < oo diremos que la funcion u tiene (p, k)-variacion
acotada o finita en el intervalo |a,b] y la clase de tales funciones la denotamos por

RV pila,b] .

OBSERVACION 2.3.1. Si k =1, ésta definicion es la clasica definicién de p-variacion en
el sentido de Riesz, considerada por F. Riesz en 1910 [136]. Si k = 2, este concepto es
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la nocion de (p, 2)-variacion tratada en la seccion anterior, introducida por N. Merentes
en 1992 [115].

OBSERVACION 2.3.2. Como

ultjns tivas - tyn] —ulty, by, - i)

U[tj, tj+1, e 7tj+k] =

Y

vk —
entonces la suma (2.3.1) de la Definicion 2.3.1 la podemos escribir de la forma:

n

—k
(Julty, tyers - tiarlD)” 1t =t

Jj=1

OBSERVACION 2.3.3. Por otra parte de las propiedades de k diferencias divididas (ver
(1.3.1)) resulta que si u es un polinomio de grado n (p(t) = a,t™ + a, 11" ' + ... ap),

entonces:
0, n <k
Opk)(P) = n—k
(vk) (P) lan? Zl(tj"'k_tj)’ n—k.
]:
n—k
Como cada sumando t; 1, —t, j =1,...,n — k de la suma ) (t;44 — t;) lo podemos
j=1

descomponer como suma de k factores
bivk —t; =tjp1 —tj+tjo —to+ -+ e —tjpp1, J=1,....,n—k

Los factores de estas descomposiciones, las colocamos en una matriz de (n — k)xk, como

se indica a continuacion.

lo—t I3 —to ly—t3 e by — th—1 let1 — tk
t3 —to ty —t3 Is — 1y e let1 — g lkt2 — it
lpy1 — Tg lkto — g tpy3 — lpao s lop_q —lop—o Lok — tok—1

L2 — Tpt th+s — trto thya — Tiso cee o — top—1 Log4+1 — Tok

tn—k—l - tn—k tn—k - tn—k—l—l tn—k—H - tn—k—2 e tn—l - tn—2 tn - tn—l



Cap. 2 Funciones de (p,k)-variacién acotada en el sentido de Riesz. 60

Al observar esta matriz, podemos notar que los factores aparecen la siguiente cantidad

de veces.
to — t1: una vez.
t3 — ty : a lo sumo dos veces.

t, — t3 : no mas de tres veces.

tgr1 — tx: a lo sumo k veces.

tg1o — tg+1 : nO més de k veces.

th_1 — t,_o : alo sumo dos veces.

t, — th—1 : Una vez.

Como estas longitudes corresponden a intervalos que no se superponen, tenemos que:
o py (1, m) < an|” k (b — a).

Si las longitudes de los intervalos, que no se repiten k-veces, tienden a cero, se obtiene
que:
R (. _
Vipa (us [a, b)) = |an|" k (b — a).

De esta forma:

0, n <k

O (pe)(u) =
) anPk(b—a), n =k

El siguiente teorema, garantiza que RV{, r)[a, b] es un espacio vectorial y su demostracion
es similar a la del Teorema 2.2.2.

TEOREMA 2.3.1. Sean p > 1 y k > 0 un ndmero entero, u,v € RV, pla,b], o € R,

entonces:
1/p 1/p 1/p
1 (‘/(,’f,k)<u + v)) < (x/(gk) <u>) + (v(;;k)@)) .

2. V(;};{,k)(au) = |af’ V(R )(U)

p,k

3. RVipmla,b] es un espacio vectorial.
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En el siguiente teorema demostramos que toda funcién con (p, k)-variacion acotada
también tiene k-variaciéon acotada, lo que generaliza las partes 2 a. y 2 b. del Teorema
2.1.1.

TEOREMA 2.3.2. Sean p > 1 y k > 0 un numero entero, entonces:

1. Vi(u) < k(b —a) + Vi, (w).

2 Vilu) < (kb — )7 (Vg ()

D,k

3. RVipmla,b] C BVila,b] .

DEMOSTRACION. 1. Sean u € RV, pyla,b] y m:a < t; <--- < t, < b una particién

del intervalo [a, b]. Demostremos la parte 1. Denotemos por

F_{j—l,...,n—k: |U[tj+17~ t]—i—k] U[tT . PR 1] <1}.

‘t]+k t] -
Entonces
n—k
or(u,m) = D |ultjrr, ..tk —ulty, .. tiea]] =
j=1
Z|u gt ] —ulty e 1]||t K —ti| =
|tj+k tj| a ’
i, iy ooy tie-1) | \”
S — tHZ(M G - tir] —ulty, otk 1]|> e —ts] <
jer j¢r ‘thrk N tj'

> (tier = tisraal + o+ 1t — ) + Vi () S k(b —a) + Vi, ().

jer

Para la desigualdad 2., se utiliza la desigualdad de Holder, para obtener:

1
o

|U[tj+1, ce ,t]’+k] — u[tj, N 7tj+l~c—1]| =
1

[
Il
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=

n—

Wlivt, .oy bink] — Wt o Tig— p=1
j=1 [tk — 1] 7
n—k Up fp—k 1-1/p
|U[tj+1, PN atj—l-k] - U[t]‘, SN 7tj+k_1]|p
— |tk — L] <

n—k o
(Itje = Ll + o+ [ — tj|)) <

(Vi )" (

J=1

(k(b—a))' 7 (Vi ()"

Tomando supremo sobre sup oy (u, ) se obtiene la desigualdad buscada.
mellb

La parte 3. es consecuencia inmediata de 1. o 2. O]

En el siguiente corolario se asegura que los espacio RV(, 1y[a, b}, p > 1, k € N, se reducen

a medida que incrementamos el valor del entero k£ > 0 y dejamos fijo el nimero p > 1.

COROLARIO 2.3.1. Seanp > 1 yk > 0 un entero, entonces RV, x11)[a, b] C RV ila, b].

Ademds siu € RV, r11)[a,b], entonces existe ' en cada punto de [a,b] yu' € RV, |a, b]

Y

1/
Vil () < ((k+ DV (w) 7

DEMOSTRACION. Sea u € RV|;,11)[a,b], entonces el Teorema 2.3.2 garantiza que
u € BVii1[a,b], y por Teorema 1.3.2, existe una constante K, tal que |u[ty, ..., txi1]| <

K, ticlab),i=1,... k+1.

Seam:a <t <---<t, <b, una particion del intervalo [a, b], entonces:

N

.
ol () = Julty ticn, .t [tk — ] < KPk(b— a).
1

J
Y asi u € RV, p|a,b].

Por otra parte si u € RV|; r+1)[a, b], entonces como k > 1, tenemos que u € BVs[a,b] y

por el Teorema 1.3.2, existe u’ en [a, b].
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Seam:a <t <---<t,<buna particion de [a,b]. De la Proposicion 1.3.2 y de la
desigualdad de Minkowski, resulta:

U(pyk) (u, 7T) =
n—k
(Ju'lty, tjens - tyanga] ) [tjee — t5] =
j=1
n—k [j+k p
(Z ultj, tjsr, . thoi,th, th, thg, -’tj+k]|> [tivk —t;| =
Jj=1 \h=j

n—k [/j+k P
(Z ulty, tirrs - bty b b bty - Ll [k — tj|1/p> =
h=j

itk /n—k 1/p
(Z ( (lultystjrrs -ty ths tns thrs -« tin] )P 8k — tj\)) <
h=j \j=1

1/
((k +1)Visnla b)) "

O

En la siguiente proposicién veremos qué ocurre con el espacio RV, 1)[a, b] dejando fijo

el entero k e incrementamos el valor ntimero p.

PROPOSICION 2.3.1. Seanp > q > 1y k > 0 un nimero entero, entonces RV, la,b] C
RV(gla,b]. Mds aiin, siu € RV, a,b], entonces:

V(ff,k) (u) < k(b—a)+ V(ﬁk) (u).

DEMOSTRACION. Sean u € RVjppla, bl y m:a <t; < --- <, < b una particién

del intervalo [a, b]. Denotemos por:

P={j=1..on—klultytipr,. ... tya]|" < 1},

entonces
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n—k

ol m) = fulty i, k| [En — 5] <
j=1

n—k n—k
D ltir =t Y fultys i el e — 1] <
=1 =1
jer j¢r

(b — a) + Vi i o, ).
Por lo tanto V7, (u) < k(b —a) + V) (u) v asi u € RV(gp[a, b]. O

2.4. Variacion del concepto de (p, k)-variacion.

Haciendo un simil con la definicién de la variacion f/(gQ) de la Definicion 2.2.2 realizando
una modificaciéon en la suma (2.3.1) de la Definiciéon 2.3.1, podemos considerar la si-
guiente definicion alternativa de la (p, k)-variacion en el sentido de Riesz, que generaliza

el concepto de (p, 2)-variacion estudiado por N. Merentes en [115].

DEFINICION 2.4.1. Dados p > 1, k > 0 un nimero entero, u : [a,b] — R y una particion:
Tia<ty < o <ty <tpgr < < top <tbopgr < v < tpn < b
del intervalo [a, b] , definimos:

a'(ch) (u, 7T) =

n

1 p
‘U[tjk+1, Ce ,t(]’+1)k] — u[t(’jfl)kJrl’ e ,tij ' .
[tGnr — t-vkat
bk = t-vps]

j=1
V(ﬁk) (u; [a,b]) = V(ﬁk) (u) == sup 6{2,@(%#)-

La clase de las funciones u : [a,b] — R, tales que f/(ﬁk) (u; @, b]) < oo, la denotaremos
por RV, p[a,b.
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OBSERVACION 2.4.1. De las propiedades de diferencias divididas (Proposicion 1.3.1) se

tiene que si u es un polinomio de grado menor o igual a k — 1, entonces &(}; k) (u,m) =

0,7 €I}, y as Vd;k) (u; [a, b]) = 0 en cualquier intervalo [a, b].

En el siguiente teorema presentamos en 1. la relacién que existe entre la variacion Vdj k)
de una funcién en un intervalo y subintervalos. Ademas se presentan desigualdades que

garantizan que RAV(p,k) [a, b] es un espacio vectorial.

TEOREMA 2.4.1. Sean p > 1 y k > 0 un nimero entero. Entonces:

1. Si \A/(ﬁk)(u; [a,b]) < o0 ya<t<b, entonces:

Yy

V(ﬁk) (u; |a, £]) + V(ik)(w t,0]) < V(ik)(u; la,b]).

2. Siu,v e RAV(p,k) [a,b] y a € R, entonces: a. ‘/}(ﬁk‘) (u+v) <VE (u) + V(R (u).
b Ty o) = o Uty ().
3. RV (yxla, b] es un espacio vectorial.

DEMOSTRACION. 1. es consecuencia de la definicion de V(f k) siguiendo las ideas de
la demostracion de la Proposicion 1.3.5. La demostracion de 2. es similar a la proposicion

2.2.2 y la parte 3. es consecuencia inmediata de 2. O

En el siguiente teorema presentamos la relaciones entre las variaciones 17k y ‘A/(fk), lo
que representa un generalizacion de los resultados obtenidos, para el caso k = 2 del
Teorema 2.2.3.

TEOREMA 2.4.2. Sean p > 1 y k > 0 un entero, entonces:

1 Vi(u) <2(b— a) + VE, ().
2 Vulu) < (20— )7 (T2, )"

~ R N
3. RV(nk)[(l,b] C BVk[CL,b]
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DEMOSTRACION. Sea u € RV, 1)[a,b] v
Toa<ty<- <ty <t < <top <topp1 <+ <tpp <b
una particion del intervalo.

Para la parte 1., se denota:

P dict k. ultjbsts - - tgarnn] — ultG—tyests - - - Ll | <1\
[tk = tG-re

Entonces procediendo como en la demostracion de 1. del Teorema 2.3.2, obtenemos
ox(u,m) < Z |tk — tG—rs| + V(ﬁk)(“)-
jer
Como:
Dtk = tg-ne] < 2(b = a),
jer

concluimos que:

Vi(u) < 2(b — a) + Vi (w).

Para la parte 2. procedemos de manera similar a la demostracion de 4. del Teorema
2.2.3

La parte 3. es consecuencia de 1. o 2. 0

Ahora pasamos a demostrar el teorema més importante de esta seccion, donde se ex-
hiben las relaciones entre V(ﬁk) y f/(ﬁ k)» due nos permitira asegurar que RV (pyla, b] =
Rv(pvk) [a’ b]'

TEOREMA 2.4.3. Sean p > 1 y k un entero positivo, entonces:

1. 8i ‘A/'(I’f’k)(u; [a,b]) < oo, entonces V(i (u; [a, b]) < k3p_1‘7(ﬁk) (u; [a, b]) .
2. Si VI (u; [a, b]) < oo, entonces ‘A/(f,k)(u; [a,0]) < KV (u; [a, b]).

3. RV pla,b] = RV p[a, bl.
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DEMOSTRACION. Para la parte 1., consideramos u : [a,0] > Ry a <t < -+ <

tgr1 < b. Ahora escogemos numeros ay, ..., a, by, ..., by, tales que:

ti<ap <---<ap <ty |, tk<b1<"'<bk§tk+1.

Siguiendo las ideas desarrolladas en la demostracion de 1. del Teorema 2.2.4, obtenemos

que:
wlte, ... tie1] —ulty, .. tel\P PN
jult n] — ulh | [tipr — tl < 37V (us [t )
ltrr1 — tal ’
De esta forma si m:a < t; < --- < t, < b es una particion del intervalo [a, b, resulta:
o gy (u, m) < k3P (us [a, B]).
Al tomar supremo sup a&k) (u, ) se obtiene la desigualdad

WGHZJ
Vi (us [, 0) < k371 (us o, D).

Para la parte 2. consideremos una particion
Toa<ty<- <t <t < <top <toppr <+ <tpp <b

y procedemos de manera similar a la demostracion de 2. del Teorema 2.2.4. Asi para
cada 7 =1,...,n — 1, tenemos:

‘u[tjk-&-l, otk — utGonkss - - ,tij

<
|tk — tGotpks] -

Z |U[tjk7i+1; o tgank—i] — ultir—i, - .. 7t(j+1)k:—z’—1‘ _

i=0 |t(j+1)k*i B tjk*i’

Z }U[tjk—iﬂ, et k—i] = Wltik—i - tGnh—iot | |EGanye—i — tik—i|

— |1k — tik—i] [tk = tg—nes|

Aplicando la desigualdad de Holder.
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p
wultjbsts - - tgaenn] — ultGtyests - - - Ll | <
bk — btk a

-1 kzi (}U[tjk—iﬂa o tgank—i] — ultir—i, - .. at(jJrl)kfifl‘ ‘t(j#l)kfi — tjk:—i‘ >p’

P |t Ga1yh—i — tin—i| |tGnr — tG—1yk+]

| G+1)k—i—tjk—i

Como <l,j5=1,. — 1, se concluye que:

\t<3+1)k - 1>k+1|

p

|U[7fjk+1, o tgane] = ultGonkss - - ,tij

|tk = t-nrr| <
|tk =tk

p
/{;p_lzll 1 (‘u Gk—itly - - - ’t(i;;fl_);]_z__ul[i;k_j’ e ,t(j—H)k—z’—l ’) ‘t(j—‘,—l)k—i o tjk—i} <

KMV (u; Ty Eaa])-

De esta manera tenemos:

1
- ’U el - LrDk) = UltGoDkr1s - -
k‘tj-i-lk_t] 1k+1‘

p
tikl
: ‘) |t(j+1)k_t(j71)k+1 <
j=1

kp‘/(g,k)<u> [a> b])
Al tomar supremo sobre II? ;. obtenemos que
V(. a.b) < FVE, (u a.b).

La parte 3. se sigue de 1. y 2. 0

OBSERVACION 2.4.2. Concluida la demostracién de este teorema, de ahora en ade-

lante podemos referirnos indiferentemente a cualquiera de los espacios RV(,r)la,b] o
RV(pjk) [a, b] .

COROLARIO 2.4.1. Sean p > 1, k > 0 un entero entonces RV, x11y[a,b] € RV p[a, b].
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2.5. Generalizacion del lema de Riesz para funciones de (p, k)-variacion

acotada.

En esta seccion demostraremos, en nuestro criterio, uno de los teorema de mayor rele-
vancia de este capitulo “ Generalizacion del lema de Riesz para el espacio RV, la,b]”.
Iniciamos la seccion, demostrando que toda funcion del espacio RV (, 1[a, b] tiene deri-

vada de orden k — 1, absolutamente continua.

PROPOSICION 2.5.1. Sean p > 1, k > 0 un entero y u € RAV(p,k) [a,b], entonces u*=")

existe y es absolutamente continua en [a,b] .

DEMOSTRACION. El caso k = 1, es consecuencia del lema de Riesz [136]. Para k = 2
(ver [115]). Sean k& > 3 un entero y u € RAV(p,k) [a,b]. Del teorema anterior tenemos
que v € RV, pa,b]. Y por aplicacién del corolario 2.3.1 se concluye que w1 ¢
RV, 1)la, b] entonces por el lema de Riesz (Teorema 2.1.3) resulta que la derivada u*~1
es absolutamente continua en [a, b] .

En 1910 F. Riesz [136] presenté una caracterizacion de la funciones que tienen p-
variacion acotada, demostrando que u € RV(,1)[a,b] si y solo si u es absolutamente

continua en [a,b] y v’ € Ly[a,b] y ademaés:

Vipn (u, [a,b]) = / ()P dt.

En 1992 N. Merentes en [115] generaliza este resultado para el espacio RAV(M) a, b],
al verificar que u € RAV(p,g) [a,b] siy solo si v es absolutamente continua en [a,b] y
u® € Lyla,b]. Ademés

Vipay(u) = / (Ju®@)])" dt.

En el siguiente teorema generalizamos estos resultados para el espacio RV(, )[a, b].
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TEOREMA 2.5.1. (Generalizacion del lema de Riesz para RV, la,b]) Sean p > 1 y
k > 0 un entero, entonces u € RV ,»[a,b] si y solo si u*=Y es absolutamente continua

en [a,b] y u® € L,[a,b] y ademds:

Vo o) = [ (|2

DEMOSTRACION. Sea u € RV{, [a,b], entonces por la proposicién anterior existe
u*~1) y es absolutamente continua en [a, b]. Consideremos una particion 7 : a < t; <

- < t, < b del intervalo [a, b] y los puntos
31,17 s 751,k7$2,17 ey 32,k7 ey 8n,17 R Sn,k € [&, b]>

tales que:

t128171<"'<817k<t228271<"'<527k<t328371<"'

<1 =Sl < < Sk < Spl < - < Spkp =1p

Por las propiedades de las diferencias divididas (Proposicion 1.3.1) existen

é] € (Sj,h Sj,k)aj - 17 RN )
tales que:
u*D (&)
(k—1)!

De esta relacion y como u € RV, p)[a, b], tenemos:

n—1 (k—1) o (k=1) (g p
U U t
(’ +1) (j)‘> tj1 —tj| =

—1 Ntj1 — 4

:U[5j71,...78j7k],j: 1,...,71.

Jj=1

. — } (fj 1)‘“ (SJ)‘
“m_.2< (k?—;).|tj+1—tj| tin —t|+

8,k 85,1 =t <=
k=1,..n—1 77
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(k—1) _ k1) P
i (\u/ () — <5n1>|> b=

Sn,1—>5n k=tn (k— Dtn — tn]

n—2 p
lim Z lulsji11, - Sin], —ulsin, ., 85, | i1 — ]+
S5,k |tj+1 - tj|

k=1,...n—1 j=1

p
lim (’u[sn,la-"vsn,k] _U[S(n—l),17~‘-as(n—l),kH) |t _¢ 1| <
n n—1| >

Sn,1—ln |tn - tn_1|

‘A/(g,k)(l% [(1, b])

De esta manera concluimos que u*~Y € RV, 1)[a,b] v :

l[(ﬁ?ﬁyﬁzW%(éﬁ%wwoSﬂ%wMM»

Reciprocamente, supongamos que u*~1 es absolutamente continua en [a,b] y u*=1) €
L,la,b]. Sea

Tra<ty <o <tp<tpp < <top <toppr <o <tpp<Db

una particion del intervalo [a, b]. Por propiedades de diferencias divididas (Proposicion
1.3.1) existen

g] € (t(j—l)k-i-la t]k) aj = 1a sy My

tales que:

(kfl)(é)
—u .
(k:—l)]! :u[t(j—l)k+17"-atjk]7] =1,...,n.

(k1)

Entonces, usando la relaciéon anterior, que es absolutamente continua en [a, b|,

tenemos:

p
‘u[tjkﬂ, . ,t(j+1)k] — u[t(j,l)kJrl, .. ,tij B
|tk =tk | =
bk — LGkt ]
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/ N A T e (D
i \ (&= DV EGane =t
/t(j+1)k /€j+1 |u(k) (t)‘ 4 pdg -
t <
e \Jg (B =Dtk =t

1)k tj+1)k |u(k) (t) ‘ b
R W e
tG—1)kt1 tG—1)kt1 (k - 1)' ‘t(j+1)k - t(jfl)kJrl‘

De la desigualdad de Jensen resulta que:

ti+1)k tG+1)k ‘u(k) (t)| P
/ / ' dt| de <
t(jfl)k+1 t(j71)k+1 (k - 1) |t(]+1)k - t(j_l)k+1}
tG+1)k 1 Gtk u®@)\"
/ [ )}' dt d =
to-nien [tGa0r =tk | Jeg e \ (= 1)

/ o ( [u® ()] )p dt
t(—1)k+1 (k= 1)! '

Por lo tanto:

|t =tk

b ‘u(k)(t” p
/a((k_l)! "

Y asi, resulta que IA/(ik) (u;[a,b]) < ooy

n—1 ’

Z (’u[tjk—i-la ot Utk ’tij) |tk — tg—ven| <
J J= -

j=1
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2.6. Consecuencias del Lema de Riesz para las funciones de RV, )a, b].

En esta seccion veremos que tan importante es el lema de Riesz para obtener una

variedad de resultados del espacio RV, |a, b].

COROLARIO 2.6.1. Sean p > 1, k> 0 un entero. Entonces u € RV, 41)[a,b] si y solo
siu' € RV pla, bl y
1

VW [0, 8).

Vi (us [a,0))) =

En general, tenemos que u € RV, y[a, b] si y solo si u e RVipi—nyla,bl,r =0,... k-1
Y

Vit (0 1) = =g Ve (s e, B)

DEMOSTRACION. La primera parte de este corolario es el mismo Corolario 2.3.1;
mientras que la segunda parte es consecuencia de la generalizaciéon del lema de Riesz
(Teorema 2.5.1). O

COROLARIO 2.6.2. Sean p > 1 y k > 1 un numero entero, entonces si q > p,
RVigila,b] C RVipp[a,b].

COROLARIO 2.6.3. Seanp>1yk > 1, entonces el espacio RV, |a,b] es un dlgebra.

DEMOSTRACION. Sean u,v € RV, 1[a,b], entonces:

k—1
(w0 = 3 (’f - 1) SE—1-0))
J

J=0

y por el Corolario 2.6.1

uwF=179) ) e RV 1a,b],j=0,...,k—1

y como RV{,1)la,b] es un algebra, resulta que (uv)*Y € RV,1)la,b] y asi uv €
RVipyla, b]. 0J
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COROLARIO 2.6.4. Sean p > 1 y k > 0 un entero, entonces:

1. k"rlev(p,k) [a,b] = Cuola, b].
2. U RV, pla.b] = RVjy[a, ).
3. ﬂ RVpk a,b] = {u € R . w1V € AC[a,b],u™ € L,, p > 1}.

4. pL;JlR‘/(p,k) [CL, b] = R‘/(l,k) [CL, b] = B‘/k[av b]

2.7. RV{ypla,b] como espacio normado.

En el espacio RV, 1[a,b] consideramos la norma || - || p.1) » definida por

b 1/p
fullyyy =lut@l+ ([ W@Pa) - we Rl

.. . R .
De manera similar, se considera la norma ||. [[(;, 5) sobre el espacio RV(;2)[a, ], como

p
R R
lull®, = fu(a)] + 117, = Ju(a)] + [o/(a (/QW” Fﬁ) € RViyaab].

Inductivamente, podemos definir una norma para RV, la,b], p > 1, k > 1, entero,

COomo:

R R
[l gy == Tu@)] + 11l g1y » w € RVippyla, 0]

o equivalentemente de las dos maneras siguiente:

1/p
all gy o= (@) | + [ @) 4+ [ D @) + (V@) e RVipla, b

o

b [ () P 1/p
Hqu,k) _ |u(a>|+|u/(a)|+ . +‘u(k*1)(a)‘—|— </ (»(k _q;l) dt) , U € R‘/(pJg) [(Z, b]

TEOREMA 2.7.1. Seanp > 1 y k > 0 un entero, entonces el espacio (RV(M) [a, 0], - HéZk))

es un espacio de Banach.
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DEMOSTRACION. Procedemos inductivamente, sobre k. Para k = 1, es conocido

que RV, 1[a,bles un espacio de Banach (Proposicion 2.1.2). Supongamos que

(VLo 0.1 1)

es un espacio de Banach, para algin nimero entero k > 1. Sea {u,, },~, una sucesion de

Cauchy en (RV(p,kH)[a, b, || - ||f;k+1)), entonces dado un ntimero £ > 0, existe N > 0,
tal que:
=)@l S 2, =l <2 mm> N

. ,
De esta manera, tenemos que {uy,(a)},~, es una sucesion de Cauchy en Ry {u,}, ., es

una sucesiones de Cauchy en (RV(pJg) la,b], | - ||g) k)>. Asi, por hipétesis, existen uy € R
IR
y U € RVippla,b] tal que {u,(a)},, converge a ug y u, —8y,

Consideremos u : [a, b] — R, definida por u(t) = ug + f; u(z)dz, entonces:
a. u € RV, py1yla,b], ya que v’ =u € RV, p[a,b] (ver Corolario2.2.1)

R

R
-l k41
(p,k+1 U.

b. como |Ju, — ul| ) = lun(a) — uol + [lun —ﬂHg)’k) ,n > 1, se tiene que u,

O

2.8. La Condiciéon de Matkowski.
En esta seccion hacemos algunas consideraciones sobre la denominada condicion de
Matkowski.
Dada una funcion h : [a, b])xR — R, el operador H : R — R!, I = [a, b], definido por
H(u)(t) == h(t,u(t)),u e R, tel

se denomina operador de composicién, superposicion o Nemystkij, asociado o generado
por la funciéon h. Este caso general es conocido como caso no auténomo. Si la funcion A

no depende de la segunda variable se denomina caso autéonomo. Si b : R — R, entonces:

H(u)(t) = (howu)(t), tE€]la,bl;

y H no es mas que la composicion de las funciones h y u.
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Si el operador H transforma un espacio X C R’ en si mismo se dice que el operador H

acttia en el espacio X.

En el ano 1982 el matematico polaco, Januz Matkowski, quien ya ha realizado varias

visitas al pais, demostro el siguiente resultado (ver [101]).

TEOREMA 2.8.1. Si el operador de composicion H generado por una funcion h : [a, b]xR —
R, actia en el espacio Lipa,b] en si mismo y es globalmente Lipschitz, es decir existe

una constante K, tal que:

[1H (u) = H)| pipjag) < K llw =0l Lippay,  w,v € Lipla, b,

entonces existen funciones «, 5 € Lip[a, ], tales que:

h(t,x) = a(t)x + S(t), tE€la,b], z€R.

En otra palabras, la funcién h es una a funciéon afin en la segunda variable.

Existe una amplia variedad de espacios donde se verifica este resultado, también cono-
cido como Condicion o Propiedad de Matkowski (ver |8, 118]), en tal sentido se puede
revisar los trabajos [7, 9, 10, 42, 44, 89, 91, 96, 99, 100, 102, 103, 108, 109,
110, 116, 118, 139, 140, 159| y para el caso de multifunciones pueden revisarse
[41, 117, 121, 161, 172]|.

En vista de la gran variedad de espacios donde se verifica el resultado de Matkowski en

[118] presentamos la siguiente definicion.

Propiedad de Matkowskz.
Un espacio de Banach (X, || .||) de funciones RI**! tiene la propiedad de Matkowski si el
operador de composicion H generado por una funciéon h, actia en X y es globalmente

Lipschitz, entonces existen funciones «, § € X, tales que la funcién A tiene la forma

h(t,x) = a(t)z + S(t), t € [a,b], x € R.

En el caso que la funcién h no dependa de la variable ¢, la relaciéon anterior garantiza

que la funcién h es una funcién afin.
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Desde el ano 2008 se han escrito varios articulos donde se sustituye la condicién de
lipschitzidad global de la Propiedad de Matkowski por una condiciéon mas débil, como
por ejemplo, pedir que el operador de composicion sea Uniformemente Continuo, es
decir, dado ¢ > 0, existe 6 > 0, tal que:

uw,veX, |lu—vly<d=|Hu) —H@)|g <e.

Suponiendo esta hipotesis se considera el moédulo de continuidad de H, que se define

como 7 : [0,00) — [0, 00), por:

3(t) = sup {1 H(w) — HO)lly : Ju—vlly <2}, 0.
Entonces de esta definicion se desprende autométicamente que y(t) > 0, ¢t > 0y v(0) =
0.Ademéassit >0y |Ju—wv|y <t se tiene que:

[H (u) = H(v)llx <~(t).

En particular, si se considera t = ||u — v||, se obtiene la desigualdad

(2.8.1) |H @) — Ho)lly <7 (lu—oly), woeX,

En el caso particular en que 7 representa una semirecta que parte del origen con pen-
diente positiva, es decir v(t) = kt, t > 0, para alguna constante k > 0 ; la relacion
(2.8.1) es exactamente la lipschitzidad global de la condicion de Matkowski.

De esta manera, también es costumbre sustituir la condicién continuidad uniforme del

operador H por la condicién mas débil dada por la ecuacion (2.8.1).

Estas consideraciones han sido tratatadas por J. Matkowski en el 2008 en el espacio X
de las funciones diferenciables absolutamente continuas [104], en el 2009 con el espacio
X = Lip®[a,b],0 < a < 1, de las funciones Hélder de orden « [105] y en el 2010 en el
espacio X = BV[a, b] de las funciones de variacion acotada [106]; y por A. Acosta, W.
Aziz, J. Matkowski y N. Merentes para el espacio RV,[a,b] generado por las funciones
de p—variacion acotada en el sentido de Riesz (ver [1]) y en [20] por A. Aziz, A. Azocar,

A. Gurrero y N. Merentes para el espacio RV, ,[a,b] de las funciones con ¢-variacion
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acotada con peso, en el sentido de Riesz. También se puede ver [25] para el caso de

multifunciones de variacion acotada en el sentido de Wiener.

2.9. Acotacion Uniforme del Operador de Composicién en RV{,|a, b].

Los resultado expuestos en esta seccion son originales y los mismos estan en un trabajo

enviado para el arbitraje para su publicacion (ver [12]).

En esta seccion demostramos los resultados obtenidos M. Wrébel en [170] para el
espacio BVja,b], de las funciones de k—variacion acotada, para el espacio RV, kola, b],

sustituyendo la lipschitzdad global de la condicion Matkowski por otra condicién.

En el lema 3 [170] M. Wrobel demuestra el siguiente lema.

LEMA 2.9.1. Sea k > 2 un entero. Entonces existe una constante positiva s(k), tal que:

[l < (k) fJully v e BVila, b].

De este lema, de la definicion de la norma || - ||, (ecuaciéon 1.3.3) y de la parte 2 del

Teorema 2.3.2 obtenemos el siguiente lema.

LEMA 2.9.2. Sean k > 2 un entero y p > 1. Entonces existe una constante positiva

s(k,p), tal que:

R
[ull iy < s(ksp) lullgry . u € RVippla, bl.

En el siguiente teorema demostramos que si una funcion h : [a, b|xR — R, es continua
en la segunda variable podemos cambiar la lipschitzidad global de la condicion Mat-

kowski por la relacion (2.8.1) para el espacio RV(, x)[a,b] y la continuidad de la funcion
h(t, ), t € [a,b].

TEOREMA 2.9.1. Sean a,b € R(a <b), p> 1, k > 2 un nimero entero y h : [a, b]xR —
R, tal que para cada t € [a,b], la funcion h : (t,-) : R — R es continua respecto a
la sequnda variable. Si el operador de composicion H generado por h aplica el espacio

RVipyla,b] en st mismo y verifica la desigualdad:

1H () = HO)lf o <7 (lu=vlfy) . wv € RVppla,bl,
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para alguna funcion v : [0,00) — [0,00), entonces existen funciones o, € RV, rya,b],

tales que:

h(t,z) = a(t)x + B(t), tE€lab],zeR.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, para 2 € R fijo la funcion constante u(t) = x,t €
la,b], estda en RV(y,pyla,b] y por tanto H(u) = h(-,xz) € RVj,pla,b] y asi h(-,z) es
continua para cada r € R .

Sean s,5 € [a,b], s <3, x1,29,T1, T2 € Ry consideremos las funciones:

wt) = T (=8 b= 1,2.

S§— S

Estas funciones son segmentos de rectas que pasan por los puntos (s, 1) y (3,71), en
el caso de uy y por los puntos (s, x2) y (5, T2) en el caso de uy. De esta manera, resulta
que ambas funciones tienen (p, k)-variacion acotada. Ademas:

R

$1—Tl—$2+f2(t $)+ai—a
- 1~ T2

R
Jur — U’2H(p,k) =

§$—3S (p,k)

Por otra parte como H(u;) € RV, pla,b],i = 1,2, entonces por el Lema 2.9.2 resulta

que
|1 (ur) = H(us) |y, < K | H(ur) = H(u)
donde K = s(k, p).

De esta manera por hipoétesis, resulta que:

|h(S,I1) — h(S,fEQ) — h(g, fl) + h(g, fg)|

|s =

R
< K~y (”Ul - u2“(p,k)> :

+

Fijemos constantes p, ¢ € R y pongamos x1 = Ty = %51 , ) = p, 73 = ¢, entonces de la

desigualdad anterior, se concluye que:

‘h (#%) — h(s,q) — h(z,p) + h (g, %)‘ < K~ (|21 — a]) |5 — 5]

Por la continuidad de h en la primera variable, tomando limite cuando s — s, resulta:
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2h (s, Z%) = h(s,p) + h(s,q),s € |a,b].

Como la funcion h(t,.) es continua y verifica la ecuacion de Jensen (ver [93], p. 315)
existen funciones a, § : [a,b] — R, tales que:

(2.9.1) h(t,x) = a(t)z + S(t), t€ a,b],x €R.

Puesto que para cada = € R la funcion A(.,z) € X | entonces:

B(t) =h(s,0) , «fs)=~h(t1)—pB(), sc€lab].

De donde resulta que o, f € RV{; r)[a, b]. O

Siguiendo las ideas desarrolladas en la observacion 1 de [170] obtenemos el siguiente
corolario de este teorema, cambiando la condicién de continuidad de la funcién h en la

segunda variable por la hipdtesis de continuidad por la derecha en 0 de la funcién v y
7(0) = 0.

Por supuesto, que podemos suponer la continuidad uniforme del operador de composi-

cion para obtener el siguiente resultado.

COROLARIO 2.9.1. Sean a,b € R(a < b), p > 1, k > 2 un nimero entero y h :
la, b)xR — R. Si el operador de composicion H generado por h aplica el espacio RV, 1y|a, b]

en st mismo y se verifica la desigualdad:

R R
1H () = HO)l o <7 (lu=vlfy) . wv € RVppla,bl,
para alguna funcion v : [0,00) — [0,00), tal que y(t) — v(0) = 0, cuando t | 0,
entonces existen funciones o, B € RV, pa,b], tales que:

h(t,z) = a(t)z+ B(t), tela,bl,zeR.

DEMOSTRACION. Fijemos z,7 € R y consideremos la funciones constantes u,u :
[a,b] — R, definida por u(t) = z, u(t) =7, t € [a,b]. Entonces:



Cap. 2 Acotaciéon Uniforme del Operador de Composicién en RV(,, i) la, b]. &1

lu =l gy = I — 7.
Como H(u) = h(-,x) y H(u) = h(-,Z) estan en RV, [a,b], del Lema 2.9.2, existe

una constante K > 0, tal que:

Ih(t, ) — h(t,T) — h(a,z) + h(a, T)|
|t — a

< Ky (lz —7|)

|h(a,x) + h(a,T)| < Ky (lz —Z]), tE€la,b].

Asi resulta que:

h(t,2) = h(t,7)| < +K~ (le =) (t —al +1), ¢ € [a,b].

De la continuidad de v en 0 y la igualdad v(0) = 0, resulta que la funcién h(t, -) es
continua en la segunda variable y por tanto estamos en las condiciones del teorema

anterior. O

COROLARIO 2.9.2. Sean a,b € R(a < b), p > 1, k > 2 un numero entero. Si el
operador de composicion H generado por h, aplica el espacio RV, |a,b] en si mismo
y es uniformemente continuo, respecto a la norma || - Hé;k), entonces ezisten o, €
RV ila,b], tales que:

h(t,x) = a(t)z + B(t),t € [a,b],z € R.

DEMOSTRACION. Al tomar v como el médulo de continuidad del operador H, es-

tamos en las condiciones del corolario anterior. O

En [107] J. Matkowski introduce la siguiente definicion.

DEFINICION 2.9.1. (Operador acotado uniformemente) Sean ), Z espacios métricos (o
normados ). Un operador H : Y — Z es acotado uniformemente si dado un nimero

t > 0, existe y(t) > 0, tal que para cualquier conjunto B C ), tenemos:
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diam B <t = diam H(B) < v(t).

Directamente de esta definiciéon tenemos que todo operador globalmente Lipschitz o

uniformemente continuo es acotado uniformemente.

Por otra parte, si el operador de composicion H, generado por una funcion A : [a, b|xR —
R, es acotado uniformemente, entonces si u, v € RV, p)la, b] y [|u — U||§9 p < t.Entonces

si diam{u,v} < t, de la acotacion uniforme resulta que diam H {u,v} < y(t). Asi:

R , R
| (w) = H)f o = diam H{u,v} <7 (JJu=vllf,)
y se verifica el Corolario 2.9.1, lo que permite enunciar el siguiente teorema.

TEOREMA 2.9.2. Sean a,b € R(a <b), p> 1, k > 2 un numero entero. Si el operador
de composicion H generado por h aplica el espacio RV, pyla,b] en si mismo y es uni-
formemente acotado, respecto a la norma || - ||f;k,), entonces existen a, 3 € RV, la, bl

tales que:

h(t,z) = a(t)r + B(t),t € [a,b],z € R.
2.10. Algunos problemas para investigar.

Aqui presentamos algunos problemas para futuras investigaciones.

1. Generalizar el concepto de (p, k)-variacion acotada, en cualquiera de sus dos
formas, para funciones u : F — X, donde X es un espacio normado, en particular
para multifunciones.

2. Determinar cuales de las propiedades de los Teoremas 2.3.2 y 2.3.1 son ciertas.

3. Determinar si es posible demostrar un teorema de representacion para estas nue-
vas funciones, tipo Jordan (Teorema 1.3.3), tipo Riesz a través de una integral
tipo Sierpinski-Federer-Chistyakov, como composicion de funciones.

4. Demostrar un teorema tipo lema de Riesz (Teorema 2.5.1) y sus consecuencias.

5. Estudiar algunos problemas relacionados con el operador de composiciéon, como

actuacion, lipschitzidad local o global, acotaciéon uniforme.



Capitulo 3

(¢, k)-variacidén acotada en el sentido de Riesz

Continuando con las generalizaciones del concepto de p-variacion de Riesz [136], existen
otras generalizaciones utilizando las denominadas ¢-funciones. Es asi como, hace casi 60
anos, el ruso Yu. T. Medve’ed, introduce la nocién de p-variacion acotada en el sentido
de Riesz-Medved’ed en [112]. Ademas en trabajo conjuntamente con una publicacion
del ano 1977, de los polacos Z. Cybertowicz y W. Matuzewska [56] se demuestra una

nueva version del lema de Riesz para este tipo de funciones.

Nuestro objetivo, en este capitulo es construir un espacio de funciones, mucho mas
general que los estudiado por Medved’ed, Cybertowicz y Matuzewska. Esto lo logramos
combinando las nociones de p-variacion en el sentido de Riesz, de Medved’ed [112], con
el concepto de k-variacion de Popoviciu [132], siguiendo las ideas desarrolladas en el

capitulo 2, con el concepto de (p, k)-variacion.

La primera seccién la dedicamos al estudio de propiedades de las ¢-funciones. Prosegui-
mos presentado el concepto de variacion de Medved’ed que denotamos (¢, 1)-variacion.
Presentamos un conjunto de propiedades de estas funciones, con bastante detalles en
las demostraciones. Concluimos exponiendo la generalizaciéon del lema de Riesz para

estas funciones y propiedades que se derivan de éste.

Proseguimos, estudiando las funciones de (¢, 2)-variaciéon que define N. Merentes en
[113], a principios de la década de los 90 del siglo XX. De manera similar al caso de
(p, 2)-variacion, exponemos dos definiciones de (p,2)-variacion y demostramos varias
propiedades similares de las clase de tales funciones. Ademés demostramos que los
espacios generados por dichas clases son los mismos. Finalmente, presentamos en detalle

la generalizacion del lema de Riesz y consecuencias del mismo.

Por tltimo, introducimos dos conceptos nuevos de (¢, k)-variacion asi como propiedades
de las mismas. Las clases de funciones con estas diferentes variaciones las denotamos

por V(ik) la,b] y YA/(};JC) [a,b], donde k > 0 es un nimero entero y ¢ es una p-funcion, que

83
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para nuestros resultados mas importantes, debe ser convexa y cumplir la denominada

condicién 0oj.

Demostramos que los espacios vectoriales generados por cada una de estas clase de fun-
ciones, denotados por RV(, r)[a,b] ¥ RAV(W{) la, b], respectivamente, son iguales. La idea
de construir dos tipos de variacion es que la clase de funciones V(}; k) [a, b], esta contenida
en el espacio de las funciones de k-variacion acotada, estudiado por Popoviciu en 1930.
Y las propiedades de estas funciones, las requerimos para demostrar la generalizacion
del lema de Riesz, para la clase ‘A/(g,k) [a, b], el cual, junto con la construcciéon de un nuevo

espacio de funciones, es uno de los objetivos principales de este capitulo.

Para finalizar, presentamos algunas consecuencias de la generalizaciéon del lema de
Riesz, como condiciones necesarias y suficientes sobre dos @-funciones 1, o, para
AR AR . . ., . .
que Vi 5 [a,b] C Vigak) la,b] o se verifique la 1nclu51oE entre los respectivos espacios,
generados por estas clases. También demostramos que V(f; ) [a, b] es un espacio vectorial
si y solo si ¢ verifica la condicion A, para valores grandes de t. También se deriva de
la generalizacion del lema de Riesz, que el espacio RV (, )[a, b] tiene una estructura de

algebra y de espacio de Banach.

Por dltimo, exponemos un resultado donde se sustituye la condicion de lipschitzidad
global del operador composicion, en la condicion de Matkowski.de por la condicion de

acotacion uniforme,

La mayor parte de los resultados més importantes de este capitulo estan expuestos en
el articulo [95], que elaboramos conjuntamente por los profesores José Luis Sanchez,

Hugo Leiva, Nelson Merentes.

3.1. -funciones.

Iniciamos esta secciéon presentando el concepto de ¢-funciéon también conocidas como
N —funcion o funcion de Young. El termino de N- funcién es frecuentemente utilizado
en libros sobre Espacios de Orlicz (ver por ejemplo (92, 94, 135]). La denominaciéon
de funcién de Young se debe a que L. C. Young fue el primero en tratar este tipo de

funciones en [171].

DEFINICION 3.1.1. (g-funcion) Una ¢—funcién es una funcion ¢ : [0,00) — R que

cumple las siguientes condiciones:

1. ¢(t) = 0 solo para t = 0.
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2.  es estrictamente creciente.
3.  es continua.
4. limp(t) = oo.

t—o0

OBSERVACION 3.1.1. Si ¢ es una @-funcion y s,t € [0,00) y o, € [0, 1], tales que
a + 8 = 1, entonces como ¢ es creciente, no negativa y as + [t esta entre s y t,

tenemos:

plas + Bt) < max {p(s), p(t)} < p(s) + (1)

Como toda funcion convexa ¢ : [0,00) — R, es continua en (0,00), entonces para
una - funcién convexa podemos sustituir la condicion de continuidad en [0, 00) por

continuidad en 0.

La clase de las ¢-funciones la denotamos en esta tesis por ®. Las propiedades de esta

clase la resumimos en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.1.1. Sean ¢, € ® y ¢ > 0, entonces las funciones:

QP+¢7@'¢7S@O¢7S&_1,CQ@,C>O

o Ny =min{p, Y}, ¢V =mazx{p P}

estan en P.

Algunos ejemplos de funciones - funciones usados frecuentemente son:
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Al tratar con muchos espacios donde intervienen las p-funciones se le exige la condicion
adicional que sean convexas. Otras condiciones de uso frecuentes la exponemos en la

siguiente definicion.

DEFINICION 3.1.2. (Condiciones 001 y Ag) Sea ¢ una p-funcion convexa, entonces:

.l c 72 t
1. ¢ cumple la condicién ooy si lzm# =00 .
t—o0

2. ¢ cumple la condicion A»(0) si existen nimeros n > 0, ¢, > 0 tales que

©(2t) <me(t), t<to.

3. ¢ cumple la condicion Ay (00) si existen nimeros n > 0, to > 0 tales que

@(2t) <np(t), t=>to.

Geométricamente la condicion co; significa que para valores “grandes” de ¢ la gréafica

de la funcién ¢ esta por encima de las rectas que pasan por el origen.

En la siguiente proposicién exponemos algunas relaciones equivalentes con los conceptos
de la definiciéon anterior y que son consecuencia de la definiciéon de limite superior.

PROPOSICION 3.1.2. Sea ¢ una @-funcion conveza, entonces:

1. ¢ cumple la condicién oco; si y sélo si para todo n > 0 , existe ¢y, tal que
o(t) > nt, t > 1.

2. ¢ cumple la condicion Ay (0) siy sélo si iina sup % < 00.
_>
3. ¢ cumple la condicion Ag(oo) si y solo si tll’m sup%ztt)) < 0.
—00

En la siguiente proposiciéon demostramos dos propiedades de las funciones convexas, de

uso frecuente.

PROPOSICION 3.1.3. Sea ¢ : [0,00) — [0, 00) funcion convexa entonces:

1. Si p(0) =0, entonces:
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2. 51 ¢(0) =0, la funcion t € (0,00) — @ es creciente.

3. 81 ¢ es una p- funcion que cumple la condicion ooy, entonces

k
lim ™! (;) t=0, k>0

t—0

DEMOSTRACION. 1. Sea 0 < o < 1, entonces de la convexidad de ¢, resulta

plat) < ap(t) + (1 — a)p(0) = ap(t), t=0.

La segunda parte de 1. se obtiene aplicando la relacion anterior a ¢ (é) , para a > 1.

2. Sean 0 < s < t, entonces como ¢ es convexa y 0 < 2 < 1, tenemos:

s s s s
—p(2t) <2 _Z < Zp(t).
o) = @ (1) < T + (1= 2) 0(0) < T(t)
De donde resulta: .
PRI
S

3. Haciendo el cambio de variable s = ¢! (%), tenemos que:

k k
lime™ | = ) t=1lim ElLa—
t—0 t t—0 (p(s)

3.2. Funciones de (p, 1)-variacién acotada.

El concepto de p-variacion acotada presentado en 1910 por F. Riesz en [136] fué gene-

ralizado en 1953 por por Yu. T. Medved’ed en [112], de la siguiente manera.

DEFINICION 3.2.1. (@-variacion de Riesz). Dadas una ¢-funcion ¢, u : [a,b] — R y

una particion 7 :a <t < --- < t, < b del intervalo [a, b], se definen:

n—1
|utj1) — ult))]
U@,l)(“aﬂ) = Z‘P ( = ’ [t — ]

g i1 — ¢
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Vig (usa, b)) = V' (u) = supo () (u, 7).

)
melld

El nimero V(g,l)(u; [a, b]) se denomina @-variacion en el sentido de Riesz de la funcion u
en el intervalo [a, b]. Si V(fj 1y (us [a, b]) < oo, decimos que la funcién u tiene p-variacion

o (¢, 1)-variacion acotada o finita en el sentido de Riesz, en el intervalo [a,b] .

La clase de las funciones con ¢-variaciéon acotada se denota por V(fgl)[a, b] . Algunas
propiedades en relacion con esta clase de funciones las exponemos en el siguiente teo-

rema.

TEOREMA 3.2.1. Sea ¢ una p-funcion, entonces:
1. V(g’l)(u) =0 si y solo si u=cte.
2. St [s,t] C [a,b], entonces 1/(1;71)(11; [s,1]) < ‘/(1;,1)(“5 [a,b]).
3. 8ma<t; <---<t, <b es una particion del intervalo [a,b] y t € [a,b] — T,
entonces
afp’l)(u, ) < 0@71)(% T UA{t}).
4. Sit € [a,b], entonces ‘/(il)(u; la,b]) = ‘/(1;71)(14; la,t]) + ‘/(il)(u; [t,b]).
5. Lipla,b] C V(f;:l)[a, b).

6. Si ¢ es convexa V(g’l)[a,b] C BVia,b] y

V(u;[a,b]) <b—a+ V(fz’l)(u; [a,0]), wue V(il)[a, b].

7. V(f;l)[a, bl = BVla,b] si ¢ no cumple la condicion oo;.

8. Si ¢ cumple la condicion ooy y V(g,l)(u; [a,b]) < oo, entonces u es acotada y

te(a,b] t—a

VE (u
lull, < Ju(@)] + sup o~ (L”> (t - a).

9. V(g’l)[a, b] es un conjunto simétrico y convezxo.
10. ¢ es convexa si y sélo si la funcion V(fil) : V(g’l)[a, bl — [0,00), definida por:

V(I;J)(U) = V(ﬁ,l)(“% [a,0]), w€ V(f,l)[a, b]
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es converxa.

DEMOSTRACION. 1. es consecuencia de la siguiente relacion:

ut) —ulal \, o, wt) = ula
w(—]t—al )|t | =0,a <t <b<= u(t) (a).

2. es inmediata, pues la familia de las particiones del intervalo [s,t] esta contenida en

la familia de las particiones del intervalo [a, b].

Demostremos la parte 3. Sea 7 : a < t; < --- < t, < b una particion de [a,b] y
t € [a,b] — 7. Supongamos que existe i € {1,...,n — 1}, tal que t; < t < t;,1, entonces:
Ufp,l)(uvﬂ-) =

n—1
u(t; — ult; u(t; —ult;
Z(p<| (]-‘rl) (])|)|tj+1_tj’+§0(| (Z-‘rl) (Z)|>|ti+1_ti|-
= |ti1 —t] |tiv1 — til
i

Por desigualdad triangular y convexidad de ¢, tenemos:

NEE ) PR

[tivs — til
ju(t) —u)| |t =t | [ultiv) —u@] [t =2\,
|tz+1 tz| S
it —t|  |tig — i ltign =t |tigr — &4
u(t) — U(ti)\) (IU(tm) - U(t)\)
) =t + tips — 1.
o (M= et (MO0 -

De esta manera, se obtiene:

n—1
|u(tjr1) — u(t))|
Uﬁp,l)(uaﬂ->§2@< - ) [ty — 5]+

o ti — ]
i

o (MOZHOY ()=

|t — ] i1 — ¢
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= 0@71)(% T U{t}).

Sia<t<t, tenemos:

|u(ty) = u(t)|

- ) |t1 — :0@71)(u,wu{t}).

U&,l)(“? m) < 0@,1)(“7 ™) + ¢ (

Sit, <t <b. se procede de forma similar.

4. Si m es una particion de [a,t] y 7 es una particion de [t, b], entonces m Uy es una

particion del intervalo [a, b] y de la definicion de 0'5’071) (u, . ), se tiene que:

0-5071)(7“6’ 7T1) + aﬁo,l)(“vﬂb) < U@J)(U,Fl U 7T2).

Al tomar supremo, resulta:

Vig (s a,]) + Vi 1) (u; [t b)) < Vi) (u; [a, B]).
Por otra parte, sea 7 :a < t; < --- < t, < buna particion del intervalo [a,b] y t € [a, b].
Podemos suponer, sin perdida de generalidad que ¢ € [a,b] — 7.

Consideremos j € {1,...,n — 1}, tal que t; < ¢t < t;4;. Entonces usando la desigualdad,

resulta:

U{?p,l) (U, 7T) <

O-gp,l) (U, {th cet 7tj7 t}) + O-(Ic%p,l)(uﬂ {t7 tj+17 s 7tn}) S

V(ﬁ",l)(w [a, t]) + V(fi,l)(U; [t,0]).

Finalmente tomando sup U(IZ/; 1)(u, 7) se obtiene la desigualdad requerida.
rely

Para los casos a <t <t; ot, <t <bse procede de manera anéloga.
5. Siguiendo las ideas desarrolladas para demostrar que Lipla,b] C RV|,1)[a,b] (Pro-

posicion 2.1.1) se concluye que si u € Lip[a, b], entonces V(il)(u; [a,b]) < @(K)(b— a),
donde
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K = supl®) = vl
oty T =Y
6. Seam:a<t; <---<t, <buna particion de [a,b] y consideremos

= {j_l,...,n—lz [ulti+1) — ulty)l < 1},
tjt1 — ¢l

entonces usando la convexidad de ¢ :

n—1

o(u,m) =Y fultjn) —ulty)] <
=1

1 |ultjti) — U(tj)|>

tit — ] + —— go( tor—t] <
jXEI; ’ J+1 ]| @(1) %1; |tj+1 — tj| | J+1 J|
1
b—a+ mv(ﬁ,n(u; [a, b]).

Al tomar supremo, resulta: V(u) < b—a+ V(il)(u).

7. En 6. se demostré una de las inclusiones. Para la otra inclusion ver [97] o con lujo
de detalles en [126].

8. De la definicion de (¢, 1)-variacion, obtenemos que:

© (M) (t—a) < V(gﬁl)(u), a<t<b.

t—a

De donde resulta que

V(ﬁ,n(“)

|u(t)|§|u(a)|+go_1( P >(t—a), a<t<b.

Ve

Como ¢ cumple la condicién ooy, entonces ¢! < - ) (t — a) es acotado en (a,b].

De donde se concluye:

VE (u
lull, < lu(@)] + sup o~ (L”> (t - a).

te(a,b] t—a
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9. Que V(i” 1) [a, b] es un conjunto simétrico, se deriva de la definicion de (¢, 1)-variacion.
Por otra parte, de la Observacion 3.1.1, sobre ¢-funciones, tenemos que si s,t € [0, 00)

y a, € [0, 1], tales que o + = 1, entonces:

p(as + Bt) < max {¢(s), p(t)} < p(s) + »(t).

De esta manera, sim:a < t; < --- < t, < b del intervalo [a,b], u,v € V(g 1)[a,b] y
a,f €1[0,1], a + B = 1, entonces:

afp’l)(au + pu, ) =

z_:(p (a|u(tj+1) —ulty)] ﬂ|v(tj+1) - C(tj)|) 1 — 1] <

|t — ] tj41 — 1]

ol () + ol (v, 7).

De esta relacion, se concluye que:

V(ﬁ,l)(au + pv) < V(fff,l)(U) + Vdff,l)(v)‘

Y por tanto V(];’l)[a, b] es convexo.

10. La implicacion (=) se obtiene del hecho que la convexidad de la funciéon ¢ garantiza

que:

o (l(au_"BU) (t) — (au + pv) ($)|> t—s| <

|t — 5]

ayp (—'u(ﬁz — u<8)|> [t — 5| + By (—'v(t) — U<S)|> It — s,
s| |t — s|
u,v € R[a,b}’a’ﬁ S [Oa ]_],Oé—’—ﬂ = 1.

Para la demostracion de la implicacién (<), observemos que si p,q € [0,00) y se

consideran u, v : [a,b] — R definidas por:
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u(t) :=pt, v(t) :=qt, tE€la,b].

Entonces
VE () = ep)(b—a), V) =e(@)0-a)

De esta manera, como la funcion ‘/'(571)(~)es convexa, resulta que si a, € R,a+ 3 =1,
p(ap+ Bq)(b—a) =
de,l)(au + Bv) < OéV(ﬁ,l)(U) + ﬁV(fil)(U) =

ap(p)(b —a) + Be(q)(b — a).

De donde se concluye la convexidad de . OJ

OBSERVACION 3.2.1. Usando la conclusiéon de la parte 5, del teorema que venimos de
demostrar, nos permite exhibir una amplia gama de funciones de ‘/(fa,l) [a, b], por ejemplo

toda funcion con derivada continua tiene (¢, 1)-variacion acotada.

OBSERVACION 3.2.2. En vista de que la parte 7. asegura que V(g’l)[a, b] g BVla,b] si

¢ es una @-funciéon que verifica la condiciéon ooy, es usual imponer a ¢ esta condicion,

cuando se trata con este tipo de funciones.

En el siguiente lema se presentan las posibilidades del valor del limite tlz'm sup :2 8’ para
—00
dos p-funciones 1 y 5 ; v su demostracion es consecuencia directa de la definiciéon de

limite superior.

LEMA 3.2.1. Sean 1 y w2 @-funciones, entonces se verifica una de las dos siguientes

condiciones.
1. limsup 1) g g y solo si existen n > 0,ty > 0, tal que
t—o00 e2(t)
e1(t) < npa(t), t=to.
2. limsup 21 — o g y solo si existen n > 0,ty > 0, tal que
t—00 e2(t)

©a(t) < mea(t), t>to.
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En el siguiente teorema, presentamos una adaptacion del Teorema 8.1 de [92] o del
Lema 2 de [42], para dar condiciones necesarias y suficientes sobre las p-funciones g

Y (09 para que V(gl,l)[a, b C V(g%l) [a, b].

TEOREMA 3.2.2. Sean @1 y v p-funciones convexas, entonces V(ﬁhl)[a, b C V(f;“%l)[a, b]

p2(t)
P1(t)

sty solo si limsup < 00.
t—o0

DEMOSTRACION. Supongamos que tl@’msupif—gtt; < oo,entonces por el Lema 3.2.1
—00

existen n > 0,ty > 0, tal que o(t) < np1(t),t > to.

Sean u € VSD1 pla,bl y ma <ty < -+ <, < b una particion del intervalo [a, b].
Tomemos
tiit) — ul(ts
r— {j:l,...,n—l: [ulti 1) = ulty)] <t0}.
|41 — 1]
Entonces:

pr%l)(u,,ﬁ) — 2902 <|U( j+1) ( )|> ’t]—i-l £ ‘ _ Z Z <

It — ] P

|u(tj+1) — ult;)]
D ealto) [ty — 15|+ > men ( o ) Mt — 4] <

jer j@r |tﬂ+1 - tj|

pa(to) (b — a) + Vg, 1) (w).

Tomando supremo, se infiere que Vi |)[a,b] C V(T | [a,].

(p2,1) [
Reciprocamente, procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que

a,b] vy l@msupc'@(t)—

VE pla,b] c ViE Jimsup = =

(¢2,1) [
Entonces existen N; > 0y p; > Ny, tal que @o(p1) > 2¢1(p1). Por el mismo argumento,
existen No > Ny + 1y py > maz {p1, N2}, tal que ©a(ps) > 2201 (p2).

De esta forma, inductivamente, podemos construir una sucesion creciente de niimeros

positivos {p, },;, tales que:

limp, =00 y ¢a(pn) > 2"01(pn), n>1

n—oo
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Consideremos ty = a. Como 0 < p; < p,,n > 1, tenemos que 0 < % <l,n>1y

de esta manera, la sucesion {¢,}, -, definida recursivamente por la férmula:

b—a 901(101)

tp =11+ )
2n Spl(pn)

> 1,

es creciente y esta contenida en [a, b].

Denotemos por t., €l elemento del intervalo [a, b] definido por ¢, := lz’ng t, y considere-
n—

mos la funcion w : [a, b] — R, definida por:

Pn+1, tn S t < tn+1
0, to <t

w(t) :=

y definamos u(t) := fj w(s)ds,t € [a,b]. Entonces en cada intervalo [t,,t,1],n > 0, la

funcion u es un segmento de recta con pendiente p, 1, n > 1. Asi

Vigr (s [tn, trs1]) = 01(Png1) (tns — tn) = W%(Pl)y n =1

De esta manera, usando la Proposicion 3.2.1 resulta:

VE (s [a,0]) =Y VE ) (u; [tns taga]) = (b— a)gi(pr).
n=0

Ademas

b—a pi(p1)
27 ©1(Pnt1)

Vi, (s [tn, tnga]) = 02(Pnta) > (b—a)pi(pr), n=>1

De donde se concluye el absurdo u € V(ghl)[a, by u ¢ V(g%l) la, b]. O

Siguiendo las ideas desarrolladas en la demostracion del Teorema 8.2 de [92] obtenemos

el siguiente corolario.

COROLARIO 3.2.1. Sea ¢ una p-funcion convezra, entonces V(g 1)[a, b es un espacio

vectorial si y sélo si ¢ cumple la condicion Ny (00).

DEMOSTRACION. Supongamos que V(};’l)[a, b] es un espacio vectorial, entonces si u

estd en ‘/(];71)[&, b, también esté 2u. De esta manera, si consideramos ¢4 (t) := ¢(2t),t >
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R
901,1)

mite asegurar que ¢ cumple la condicion Ay(c0).

0, tenemos que V(fz 1)[a, b C Vi [a,b]. En consecuencia, el teorema anterior nos per-

Reciprocamente, supongamos que ¢ cumple la condicion As(co), entonces existe nu-
meros 1 > 0, tg > 0 tales que p(2t) < np(t),t > to.

Sea a > 0. Escogiendo n como el menor ntmero entero positivo tal que 5 < 1,

obtenemos:

Q@ e «
plat) = ¢ <2n2—n ) < o (2") < Q—HHnSO(t)a t 2> to.
De este resultado y del Teorema 3.2.2, se obtiene que si consideramos la ¢-funciéon
©1(t) == ¢(at), t € [0,00), entonces \/(il)[a,b] C V{E la,b]; y por tanto si u esta en
V(g 1)[a, b|, también esta au,a > 0. Asi, de la definicion de (p, 1)-variacion se concluye

que au € V(fz’l)[a, b,a € R.

La otra parte de la demostracion se deduce de la desigualdad:

ols+1) = o (2<3 + f)> _ 9(25) +p(21)

5 < 5 , s, t€0,00).
O

De acuerdo a la proposicion que acabamos de demostrar, la clase V(fz 1)[a, b] no siempre

es un espacio vectorial. Por esta razon introducimos la siguiente notacion.

DEFINICION 3.2.2. Dada una ¢-funcién ¢, denotamos por RV, 1y[a, b] al espacio vec-

torial generado por la clase V| | [a, b].

El siguiente lema nos permite dar una caracterizacion del espacio RV(,1)[a, b].

LEMA 3.2.2. Sea A # 0 un subconjunto convexo y simétrico de un espacio vectorial X,
entonces:

1.0 € A.

2. El espacio vectorial generado por A es igual a:

<A>:{xeX:3/\>0,)\xeA}:AUO>\A.
>
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DEMOSTRACION. 1. Si z € A, entonces por hipotesis 0 = 3z + 1(—z) € A.

2. Por definicion A C ,\Uo)\A C< A >. Para demostrar que < A >C AUO)\A, basta
> >
verificar que /\UO)\A es un espacio vectorial. En efecto, sean z,y € Ay a > 0,5 > 0,
>

entonces:

a B
oz—i—ﬁx—i_oé-l—ﬁ

ax+ﬁy:(a+6)( y)e(a+ﬂ)A.

Ademés si v € Ry A > 0, entonces:

v(Az) = (YN)x € /\L>JO)\A, v>0
v(Az) =0 € AL>,l0)\A, v=0
1(Az) = (=7A)(=z) € UAA, v <0.

De esta manera obtenemos que U AA es un espacio vectorial.
A>0

Veamos que ,\Uo)\A ={zeR:3IN>0,Az € A}.
>

%z =z € A. Por otra parte, si Ax € A, \ >

0, entonces = +(Az) € TA. O

En efecto, si z = Az, z € A, A\ > 0, entonces

Como consecuencia de esta lema y 9. del Teorema 3.2.1 tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 3.2.2. Sea ¢ una @-funcion, entonces el espacio vectorial generado por

V(g,l)[a, b es igual a

RVila,b] = {u e R 3N > 0, ViE ) (hu) < oo}

Ahora verificamos que el espacio RV(, 1)[a, b] tiene una estructura de algebra.

PROPOSICION 3.2.1. Sea ¢ una @-funcion convexa, entonces RV, 1)[a,b] es un dlgebra,

con el producto usual de funciones.

DEMOSTRACION. Sean u,v € RV, 1|a, b], entonces existen ntimeros positivos Ay, Ay,

tales que A\, u, \,v € W§71)[a, b]. Sin perdida de generalidad podemos asumir que ni u,

Auy

— 2wt HEntonces simia <t <
A [[ull oo FAo 0]l o =

ni v son la funcién nula. Consideremos \ =

-+ < t, < b es una particion de [a, b], resulta:
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n—1
/\UU ng (|)‘ UU ]+1) )\(U'U)(ij)|) |tj+1 N tj‘ <

=1 |tj+1 =1 |

Zs&(MIvH ) 0, P =2 .

|t J| |t]+1 —1 |
Denotando:

Ao [[9]] o Ny = Au [l

AL = =
S W 7 O W 7 O Mallyoo + Ao 0]l

tenemos que A, A € (0,1) y Ay + Ao = 1.

Y de la convexidad de ¢ se obtiene que:

0&1) (Auw) <

Zw (o) Uy o) =Ygy

tir1 — ) [tiv1 — t;]

A1§¢(Au|“<fj+l>—“< >|>,% uﬂfz‘j@( r<tj+1>—v<tj>|>,tjﬂ_tj‘§

[t — ] s [tjt1 — ]

MV (Auw) + X VE () < oo

De donde se deduce que \/(571)()\(uv)) < V( y(Au) + Veo 1y(A2v) y por tanto uv €
RVion[a. b]. O

En la seccion 3 de [92] se introduce la siguiente definicion.

DEFINICION 3.2.3. Sean 1 y @9 @-funciones. Se dice que 2 < ¢ si existen nimeros
positivos 1 y tg, tales que @o(t) < @1(nt),t > to.

Ahora hacemos una adaptacion del teorema 5 de [42] para dar condiciones necesarias
y suficientes sobre las ¢-funciones @1 y @2 para que RV, 1y[a,b] C RV,, 1y]a,b].

PROPOSICION 3.2.2. Sean @1 y 2 p-funciones, entonces RV, 1y]a,b] C RV, 1)la,b]
s1 Yy solo si py < 7 .
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DEMOSTRACION. Supongamos que @y < @1 y sea u € RV, 1)[a, b], entonces existe
A > 0, tal que V(Izl 1)()\u) < 00. Usando la definicion de la relacion < y un argumen-
to similar al desarrollado en la primera parte de la demostracion del Teorema 3.2.2,

considerando

obtenemos:

A
‘/(];2’1) (; U) S QOQ(t())(b - (Z) + ‘/(};1,1) ()\U) .

Y asi u € RV{, 1)[a, b].

Reciprocamente, procedamos por reduccion al absurdo. Supongamos que se verifica la

inclusion RV, 1)[a,b] C RV(4,, 1)[a,b] y no se cumple la relacion ¢y < s.

Ahora procedemos de manera similar a la demostracion de la segunda parte del Teorema
3.2.2, obtenemos que para 1 = 1, existen N1 > 0y p; > Ny, tal que ¢a(p1) > 2¢1(p1).
Considerando n = 2, existen Ny > Ny + 1 y py > mdx {p;, No}, tal que po(p2) >
22 p1(2t). De esta forma, construimos, inductivamente, una sucesién creciente {pn}n21

de ntmeros positivos, tales que:

limp, =00 Yy a(pn) > 2"01(np,),n > 1.

n—oo

Ahora se considera la sucesion creciente de elementos del intervalo [a, b], construida por

recurrencia mediante la férmula:

b_
to = a, th:zfnJr—aM n>0.

2" p1(npn) 7

Definimos t., := limt,, y consideremos las funciones:
n—oo

ntl,  tn ST<1, !
w(t) := Pnet i vy u(t) ::/ w(s)ds,t € [a,b].
0, too < t a

Para concluir se comprueba que:
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Vigrn(uslabl) = (b —a)pi(pr) oy Vig,1)(us[a, b]) = 0.

3.3. Norma sobre RV, a,b].

En esta seccion, usamos el funcional de Minkowski para dotar al espacio RV(,, 1y[a, b] de

una norma || - ||€LO 1y que le dard una estructura de algebra de Banach.

Dada una @-funcién convexa ¢, consideramos el conjunto:

A1) = {u € RVipla,b] : V(fa,l)(u) < 1}~

De las propiedades de la clase V(];”J) la, b] (Teorema 3.2.1) y de la definicion de RV, 1)[a, b],
resulta que A, 1) es convexo, simétrico y absorbente. Entonces el funcional de Minkows-

ki asociado al conjunto A, ) viene definido por:

: u
e () = pey = inf {A>0: VE, (X) <1}
es una seminorma sobre el espacio RV, 1)[a,b]. (ver, por ejemplo [55]o [145]).

En la siguiente proposiciéon presentamos algunas propiedades del funcional i, 1).

PROPOSICION 3.3.1. (ver [95]) Sea ¢ una @-funcion conveza, entonces:

1. 80 ppny(u) # 0, entonces V(i,l) < L ) <1.

/J“(Lp,l)(u)

2. 8i A > ey (u), entonces V(f;”,l) (%) <1.

8.8510 < pup1y(u) < 1, entonces ‘/(1;,1) () < pgpy(u).

(e () s 00) s piie(w) #

AA>0:VE (B)<1}p =
4 { (@,1)(A) = } (0, o), e,y (1) =

DEMOSTRACION. 1. Sea A > 0, tal que V(gg) () < 1. De la continuidad de ¢,

resulta:

u U
1> lim VR (—):VR <—)
AHM(Q&,I)(U) (5071) )\ (Wvl) M((,D,l) (U)
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2. Es consecuencia de la definicion de pi, 1.

3. Si pi(p1y(u) = 0, entonces de 2. y la convexidad de ¢, dado 0 < A < 1, se tiene:

1 » R U
W (W) < Vigy (;) <1

Y asi, V) (u) <A A€ (0,1), lo que asegura que Vi ) (u) = 0 = pp1)(u).

Si 0 < pgeny(u) < 1, el resultado se desprende de la parte 1. y de la convexidad de
Vdf,l) ( ’ )

La parte 4. es consecuencia de 1. y 2. O
Consideremos la funcion || - ||§071) : RV, 1yla, b] — [0,00) definida por:

R
[l g0y = lul@)] + pgpny(w),  w € BVipla, bl.

Veamos que <R‘/(%1)[a, b, || - ”&1)> es un espacio normado.
PROPOSICION 3.3.2. Sea ¢ una p-funcion convezra, entonces (RV(%l)[a, bl, || - ||gp 1)> es

un espacio normado.

DEMOSTRACION. Como el funcional ji, 1y es una seminorma sobre RV, 1[a, b], sélo

debemos demostrar que:

Py (u) = 0 <= u = ctte.
En efecto, seau € RV, 1[a, b], tal que pi(,1y(u) = 0. Entonces necesariamente V(if’l)(u) =

0, porque de no ser asi, considerando 0 < A < min {1 , V(f;’l)(u)}, tenemos:

R (U L g
Vien <X> = XV(@DJ)(U) >1

y entonces pia(u) > min {1 : V(gl)(u)} > 0, lo cual contradictorio.
Como V(g’l)(u) = 0 del Teorema 3.2.1 se concluye que u = ctte.

La parte reciproca es trivial. 0
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OBSERVACION 3.3.1. Con el mismo razonamiento podemos demostrar

R
Il Gory = llullo + mepny (@), w € RVipy[a, b]
es un norma sobre RV, 1)[a, b].

En el siguiente lema se exponen algunas propiedades de la convergencia en la norma
Il -
(¢,1)

LEMA 3.3.1. Sean ¢ una @-funcion conveza y u : [a,b] — R, entonces:

1. ||u||fp71) < e 1mplica ||ul| , < ( sup (o7 (£)) (t—a) + 1) €.

te(a,b]
: - R -
2. Si{un},s, es una sucesion de Cauchy en con la norma ||. || ), entonces también
es una sucesion con la norma |- ||, -

ll-lloo

. R
8. St {un ks —0, w0, entonces {untys) ——u

DEMOSTRACION. 1. Si HuH&l) < ¢ de la definicion de la norma || - Hi,,l) y de las
propiedades del funcional p, 1y (Proposicion 3.3.1 ) resulta V(};;J) (’g) < 1. Entonces de

la definicion de (¢, 1)-variacion.

lu(t)] < (é?ﬁ] <901 <t _1 a)) (t—a) + 1) e, tela,bl

De donde se obtiene la desigualdad buscada.

2.y 3. se deducen de 1. 0

Como consecuencia del lema anterior tenemos la siguiente proposicion.

PROPOSICION 3.3.3. (ver [18]) El espacio RV, 1)[a,b] es un espacio de Banach.

Mas atn L. Maligranda y W. Orlicz en [97] usan el Lema 2.1.2 para demostrar que:

PROPOSICION 3.3.4. Sean ¢ una p-funcion convera que verifica la condicion ooy, en-

tonces el espacio (RV(WU[CL, b, || - ||&1)> es un dlgebra de Banach.

Para ver los detalles de la demostracion de este resultado, se puede revisar la tesis de
grado de M. T. Neves [126].
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3.4. Generalizacion del Lema de Riesz para la Clase V(fj pla, bl
En [112] Medved’ed generaliza el lema de Riesz (ver también [56]) para clase V(]; pla, b]
en el teorema que exponemos a continuacion.

Para una ¢-funcién ¢, Le[a, b] denota la clase de Orlicz de las funciones u € R®? |
tales que [ o (Ju(t)]) dt < co.

TEOREMA 3.4.1. (Generalizacion del Lema de Riesz para la clase V(fz’l)[a, b] ). Sea ¢
una -funcion convexa que cumple la condicion coi. Entonces u € V(f; 1)[a, b si sélo si
u e ACla,b) y u' € Ly[a,b] y ademas:

VE 1y (us [a,b]) = / o (|u'(t)]) dt.

Los detalles de la demostracion pueden verse en [126].

Con el resultado de este lema podemos reescribir el funcional de Minkowski fi(, 1) como

b /
M(eo,1>(U)=mf{A>0t/ @(@) <1}, u e RVignla,bl;

y la norma de la forma

R . b))
[ullpa) = lu(@)| +inf {A>0: [ ¢ )< 1p, wue RVqla,bl

3.5. Funciones de (p,2)-variacion acotada en el sentido de Riesz.

Imitando el proceso para pasar del concepto (p,1)-variacion en el sentido de Riesz a
la nocion de (p, 2)-variacion en el sentido de Riesz, podemos introducir el concepto de
(p,2)-variacion en el sentido de Riesz. Esta nueva definicion la introduce N. Merentes
el ano 1991 en [113].

DEFINICION 3.5.1. ([113](i, 2)-variacion de Riesz ). Sean ¢ una @-funcion, v : [a,b] —

R y una particion 7 : a < t; < -+ < t, < b del intervalo [a, b], con al menos tres puntos.
Se define:
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n—2
R o lultj, tjpa] —ultj—1, ¢
@50 oflaum =30 (=t T
Y

Vige (uila,b]) == V(u) := Sgrgafp,g)(u,ﬁ)-
El numero V(gz)(u; la,b]) se denomina (p,2)-variacion en el sentido de Riesz de la
funcion u en el intervalo [a,b]. Si V(fgg) (u;[a,b]) < oo, decimos que la funcion u tiene

(p,2)-variacion acotada o finita en el sentido de Riesz, en el intervalo [a,b] .

La clase de las funciones u : [a,b] — R, tales que V(g,z) (u; [a,b]) < oo se denota por

Vigoyla 0] .

EJEMPLO 3.5.1. Procediendo de manera similar a los ejemplos de funciones con (p, 2)-
variacion acotada en el sentido de Riesz (Ejemplo 2.2.1) tenemos que si u : [a,b] = R

es una funcion afin, V(g’z)(u; la,b]) = 0.
EJEMPLO 3.5.2.

Si u es una parabola
u(t) = at® + Bt + 7, t € la,bl,
usando las propiedades de las diferencias divididas (ver proposicion 1.3.1), dados

1 <ty <13
U[tg,tg] — U[tl,tg]

= U[tl, t27t3] = Q.

ts — 1
Asi resulta, que para una particion 7 :a < t; < --- < t, < b del intervalo [a, b],
R
Olp2) (U ) =

[\

n—

plal) Y (tee —t;) = 2(b — a) ¢ (Ja]) = V{{,)(u; [a, 0]).

1

.
Il

En el siguiente teorema exponemos algunas propiedades de las funciones con (¢, 2)-

variacién acotada.
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TEOREMA 3.5.1. Sea ¢ una @-funcion, entonces:

1. Si[s,t] C la,b], entonces V(};’Q)(u; [s,t]) < V(Z”’Q)(u; [a,b]).

2. Sit € [a,b], entonces I/(iQ)(u; la,b]) > V(’Z’Q)(u; [a,t]) + V(};’Q)(u; [t,0]).
3.5i ¢ es conveza, ‘/(1272) la,b] C BVsla,b] y

vxwmﬁDgQw—ay+E%ﬂ@wmq%m% we VE, [,

4.‘/(1;’2) la,b] = BVsla,b] si ¢ no se cumple la condicion oo;.

5. V(I;,Q) la,b] C V la, b].

(¢,1)
6. V(g,z) la,b] es un conjunto simétrico y convexo.
7. ¢ es convexa si y solo si la funcion V(gQ) : V(g ola,b] = [0,00), que asocia a cada
funcion u € V(gg) [a,b], su (¢, 2)-variacion, es convera.

DEMOSTRACION. 1.y 6. son consecuencia de la definiciéon de (¢, 2)-variacion.

Para 2. se procede de forma similar a la Proposiiéonl.3.5 .

3.8ea m:a <t <--- <t, <b una particion de [a,b] con al menos tres puntos y

denotemos por

r= {j —1, g Pl bl Bl 1},

tire — )
entonces: i
j=1 742
1 [u(t) — u(t))]
Yl —tl+—=> ¢ (—J [tiy1 —t5] <
e p(1) < L1 — ¢

1 R .
2(b — CL) + m‘/(%l)(u, [a, b])

Al tomar supremo, resulta: V(u) < 2b—a + — Wﬁl)(u).

e(1)
4. En 3. demostramos una de las inclusiones. Para demostrar que BV;[a, b] C V(gz) [a, 0]

procedemos como sigue:
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. , ¢ .
Como ¢ no cumple la condicién coq, entonces lim supm es finito. De esta manera,

t
t—o00

existen to > 0y n > 0, tal que p(t) < nt,t > to

Sean v € BWsla, bl y m:a <t <--- <t, <buna particion de [a,b] con al menos tres

puntos. Denotemos por

r— {j 1 -2 |ultj1, tivo] — ulty, tjn]| < to},
i+ — 1]

entonces:

U(ap,Z) (uv 7T) =

Sy (\U[tj tita] — ultj, H) e — 1143 (Iu [t ] —ultii,t; ]\) e t] <

jer |42 — 1] jgr 2 — 1

ZSO to) [tjr2 — ] + ZU’U tipa] —ultj-1, ]| <

jer jg¢r

2¢(to) (b — a) +n Va(u).
Y por tanto ‘/(1;2)(u; [a,b]) < o0

5. Sea u € V(};,g)([a, b]), entonces de 3. tenemos que u € BVs[a,b] y por lo tanto u es
Lipschitz en [a, b] (Proposicion 1.2.1). Sean K > 0, una constante de lipschitzidad de u

ym:ia<t; <---<t, <buna particion de [a, b], entonces:

0o (U, ) < p(K thm—tl— p(K)(b—a).

De esta manera obtenemos que V(g’l)(u; [a,b]) < @(K)(b—a)y por tanto VR yla,b] C
VR yla, b

6. Se procede de manera similar a la parte 9. del Teorema 3.2.1.

7. La implicaciéon = se obtiene del hecho que la convexidad de la funcién ¢ implica

que:
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(o 80) s,1) = (ot 50) 5] |
o = =i

u(t) — u(s v(t) —v(s

o (1O = | e ol
|t — s| |t — s]

u,v €ROY o, B (0,1),a+B=1,a<r<s<t<bh.

Para la demostracion de la parte reciproca (<=), se observa que si p,q € [0,00) y se

consideran u,v : [a,b] — R definidas por:

u(t) == pt*, v(t) :=qt*, t€la,b).

Entonces
VE 5 (1) = 20(p)(b—a),  V{E, (v) =20(q)(b— a).

De esta manera, de la convexidad de la funciéon V(gg) (+), resulta que sia, f € R,a+ 3 =
1

2¢(ap + Bq)(b —a) =

V(g,Q)(O‘U + Bv) < Oév(g,Q) (u) + ﬁV(fil)(U) =

2a¢0(p)(b — a) + 2B¢(q)(b — a).
De donde se concluye la convexidad de ¢. 0

OBSERVACION 3.5.1. En el lema 2.3 de [113], N. Merentes presenta una demostracion
diferente de 3.

De forma similar al caso de las funciones de (¢, 1)-variacion acotada, denotamos por

RV, 2)la, b] al espacio vectorial generado por Vdj’?) [a,b]. Segun el Lema 3.2.2

RVipola,b] = {u € R : 3N >0 5 VA, (Mu; [a,b]) < 0o} .

Introducida esta notaciéon, podemos enunciar el siguiente corolario, que se deduce de la
parte 5. del Teorema 3.5.1
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COROLARIO 3.5.1. Sea ¢ una @-funcion, entonces RV, 2)[a,b] C RV, 1)[a,b].

Siguiendo las ideas desarrolladas en el caso de (p,2)-variacion, procedemos a dar una

definicion alternativa de (g, 2)-variacion.

DEFINICION 3.5.2. ((p,2)-variacion de Riesz. Definicion Alternativa ) Sean ¢ una ¢-

funcion, w : [a,b] — R y una particion 7 € II% , :

(352) 7r:a§t1<t2§t3<t4§t5<~-~<t2n§b,

con al menos tres puntos. Se definen:

n—1
~R [ultoj1,tajia] — ultaj 1, 9]l
= toiye — toj_
a(w72)(u,w) 90( tas12 — toy 1] |tojro — toj—1]

Vigoy(ui [a,0]) = sup GG, 5)(u, 7).

b
TI'GHa 2

La clase de las funciones u : [a,b] — R, tales que ‘7(1;’2) (u; [a,b]) < oo se denota por
‘/(90,2) [a,b] .

EJEMPLO 3.5.3. De manera similar al Ejemplo 2.2.1 si u es una funcién afin, entonces

‘/(gg) (U7 [CL, b]) = 0.

EJEMPLO 3.5.4. Si u es una parébola u(t) = at® + St +,t € [a,b] y a < t; < ty <

t3 < ty < b, tenemos que:
ults, ta] — ulty, to] t3 —t2
© =p|laf {1+ )
ty — 11

ty — 11
Asi resulta, que para una particion 7 del intervalo [a, b] del tipo (3.5.2),

n—2
t ta;
(o) (U, ) 290 (|a| (1 - )) (taj42 — t2j-1).
j=1

tojra — t2j-1
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Al considerar sup U(W o (u, ), resulta: 17(1;72)(% [a,b]) = ¢(2]|a])(b — a) (ver Ejemplo

WEHZ 2
2.2.3). De esta manera, al comparar con el ejemplo 3.5.2, concluimos, que para esta

funcion u,

VE ) (us[a, b)) < VE ) (us [a, b))

»,2

Ahora presentamos algunas de las propiedades de la clase de este tipo de funciones.

TEOREMA 3.5.2. Sea ¢ una p-funcion, entonces:

1. Si[s,t] C la,b], entonces ‘7(];72)(11; [s,t]) < ‘7};’2)(11; a,b]).

~

2. Sit € [a,b], entonces V(gz)(u; la,b]) > V@Q)( [a,t]) + ‘/(1;72)(15; [, 0]).

3. Si ¢ es convera, 17(1;’2) [a,b] € BV[a,b] y
1

Va(u; [a,b]) < 2(b—a) + K

V(i la,b]), we Ve, a0

4. ‘7(];72) [a,b] = BV]a,b] si ¢ no se cumple la condicion oo;.
5. V(gg) la,b] C ‘/(5,1) [a, b].

6. V(g 2) la,b] es un conjunto simétrico y convexo.

=

© es convexa si y solo si la funcion
Vil - Vi g)la, b] — [0, 00)

. ., - R . ., .
que asocia a cada funcion de Vi 4 a,b] su (,2)-variacion alternativa, es conveza.

DEMOSTRACION. 1. es consecuencia de la definicion alternativa de (¢, 2)-variacion,
pues la familia de las particiones del intervalo [s, ] estan contenidas en la familia de las
particiones del intervalo [a, b].

2. se desprende de la definicion alternativa de (y, 2)-variacion

3. Se procede de forma similar a 3. de la Proposicion 3.5.1. Sea 7 : a < t; <ty < t3 <
ty <t5 < --- <ty, < b, una particion de [a, b] con al menos tres puntos y denotemos

por
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P it Ml )] )
ltoj2 — toj1|
entonces:

6‘2 (U, W) S

1 U|toii1, tojaa| — Ultai_1, to;
Z|t2j+2—tzj1|+—z<ﬂ(| a1 by f2y-1 2]”) |tojro — taj_1] <

= o(1) o |tajro — toj 1|

1 ~
2(b—a)+ mv(gg) (us [a, 0]).
Al tomar supremo, resulta: V(u) < 2(b — a) + ﬁ‘/}(};m(u)‘

4. Se imita el proceso de demostracion para el caso de la variacion V(f; 2) -

5. Como ‘7(1;“72) [a,b] € BVila,b] = BVh[a,b] C Lipla,b], se procede igual que en la
demostracion de 5. del Teorema 3.5.1.

Para demostrar la parte 6., se siguen las ideas desarrolladas en 9. del Teorema 3.2.1.
Para 7. se procede en forma similar a 7. del Teorema 3.5.1 O

Como en el caso de las funciones de (p, 2)-variacion acotada, denotamos por RAV(%Q) [a, b]

al espacio vectorial generado por \A/(g’z) [a, b]. Segtn el Lema 3.2.2
BV )la,b] = {u € R : 30> 0 5 T, () < oo}

En el siguiente teorema se establecen las relaciones entre los dos tipos de (¢, 2)-variaciones

que hemos definido.

TEOREMA 3.5.3. Sea ¢ una @-funcion conveza, entonces:

1. Si ‘//\'(’;72) (u; [a, b]) < oo, entonces ‘/'(iQ)(%; la,b]) < %‘7(1;72) (u; [a, b]) .
2. 8 V(g,z) (u; [a,b]) < o0, entonces‘/i(gz)(%; [a,b]) < V(g’Q) (u; [a, b]).

3. RV (,9)la,b] = RV, 9)[a,b].

DEMOSTRACION. 1. Sean u : [a,b] — R, tal que ‘7(1; o (Uifa,b]) <ooya <t <

ty < t3 < b. Consideremos niimeros ay, as, by, bo, tales que:

t1<a1<a2§t2<b1<b2§t3.
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Utilizando la desigualdad triangular resulta:

|U[t2, tg] — U[tl, tg]l
|ts — t1] B

|ulte, ts] — ular, ao]| [ts — a1| | [ulay, as] — u[by, bo]| |b2 — an| | |ulby, bo] — ulty, o] b2 — t4]
|t3 — a1 |t3 — 1] |b2 — a1 |t3 — ta] b2 — t1] |t — ta|

Entonces de la convexidad de ¢, tenemos:

. <|u[t2,t3] - u[tl,tﬂl) <

3|t3—t1|
1 ulte, t3| — ulay, asl| [t3 — a wlay, as| — ulby, bal| |ba — a
_{@(I [ta, 3] — ulay, as]| |3 1I)+g0(| a1, ag] — ulby, by]| |by 1|>Jr
3 |t3—a1| |t3—t1| |b2—a1| |t3—t1|
o (|U[51752] —ufty, ta]] [b2 — t1|)}
|by — t1] |ts — t1] '
Como:
ts — by — by —t
|ts — ai 1,|2 a | 7|2 1|<17
|t — t1] |t — t1] |t — t1]

se obtiene que:

o <|U[t2,t3] — U,[tl,tg]') S
3|tz — t1]

[w (]u[tg,tg] - u[al,aQH) a4 <|u[a1,a2] - u[bl,bg]]> b — ]+

ts — ai |ba — ay|

1
3

(] o

w

De esta manera tenemos que si 7 : a < t; < --- < t,, < b es una particion de [a,b] y

procedemos de forma similar a la demostracion del Teorema 1.3.1
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n—2 "2
|ultj1,tyva] — ulty, tja]] 1S3,
2 < 3 |tj+2 — t]| |tj+2 - t]| < g jzl VY(@’Q)(U, [tj,tj+2]) <

J=1

9
SV (s [0, 1)
Asi resulta que:
R u. bl < 2 'R . b
‘/(<p,2) <§7 [CL, ]) = g‘/(ap,2) (U, [au ]) :
Por lo tanto RV (,9)[a,b] C RV{,9a,b].

2. Por otra parte supongamos que V(fjg) (u; [a, b]) < 0oy consideremos una particion de
[a, b],
Wia§t1<"'<tk§tk+1<"'<t2k§t2k+1<‘*'<tnk§b.

De la desigualdad triangular resulta que para cada j =1,...n — 1,

[ultajn tajeo] — ultaj1, byl _

[toj 12 — toj 1|

ultajr1, tojro) — ultay, togaall [tojeo — oyl | [ultay tojea] — ultay 1, to;l] [taje1 — toj-1]

|tajro — o |toj12 — toj 1| [toj11 — toj1| |tojao — toj_1|

Usando la convexidad, se obtiene:

( \ultaj1, tajra] — ultoj_1,to4]

tojro — loj—1] <
2 [taj12 — toj1 ) 254 -l

1 \w[tajr1, tajre] — ulta;, taj11]]
5 2

Loiro — fos
[t2j42 — t2] ) oy = bl +

Uu t Iy t ] —Uu t j— 7t ]
o | [ 2j 2]"|‘1] — [A2] 1 2]” |t2j+1 _ t2j_1‘ ,
|t2j+1 t2J—1|

Por lo tanto:
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~ U 1
5l (5:7) < 5Vilalu: [a.B)
y asi
~Sp U
Vi 3i1a:0) < Vil fa, b))
De 1.y 2. se concluye que RV{,|a,b] = RAV(&D,k) [a, b]. 0

OBSERVACION 3.5.2. Como RV{, x[a,b] = RAV(WC) [a, b], de ahora en adelante nos refe-

riremos a este espacio utilizando, cualesquiera de estas dos notaciones.

COROLARIO 3.5.2. Sea ¢ una p-funcion conveza, entonces RAV(%Q) la,b] € RV, a,b].

3.6. Lema de Riesz para las funciones de (¢, 2)-variaciéon acotada.

El siguiente lema nos sera de utilidad para demostrar una generalizaciéon del lema de

Riesz y el mismo garantiza que ‘7(1;’2) [a,b] C C'[a,b].

LEMA 3.6.1. (ver [113]) Sea ¢ una p-funcion convexa que verifica la condicion oo y

u € ‘7(}; %) [a,b], entonces u es derivable y u' es continua en |a,b].

DEMOSTRACION. Como 17(1;72) [a,b] C BVs[a,b] = BVsla,b], entonces por la Pro-
posicion 1.2.2, la funcidén u se puede escribir como diferencia de funciones convexas y
por tanto tiene derivadas laterales crecientes continuas, con u/, > v’ ; y el conjunto
donde la derivada de u no existe es numerable y u’ es continua en [a,b] — E (ver, por
ejemplo [141, 142, 144)).

Sea ty € E y denotemos por ay, = u, (tg) — u'(ty) > 0. Por definicién de derivada

laterales, tenemos

Ug_(to) = hli%u[to, to + h] s Ul_ (to) = lim U,[t[), to — h]

h—0t

De donde resulta:

, u[to,t0+h] —U[to,to —h]
o, = lim .
0 h—0t h

Ademaés de la definicion alternativa de (i, 2)-variacion (Definicion 1.2.2), se obtiene:
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ulto, to + h] — ulto, to — hj ~
@(2 05 L0 h 0, L0 hg ‘/(g72)<u)

Pero como ¢ cumple la condicién ooy

lim ¢

h—0t+

<2“[t07t0 + A ;U[toa lo — h]) h = oo,

lo que es contradictorio, pues \A/(g ) (u) < co. De esta manera £ = ¢ y u es derivable en

[a,b] y su derivada es continua. O

Ahora demostramos una generalizacion del Lema de Riesz para la clase XA/(fj ) [a, b].

TEOREMA 3.6.1. (Generalizacion del Lema de Riesz para las funciones de IA/(]; 9 la b))
Sea ¢ una @-funcion convexa que verifica la condicion coi. u € ‘A/(g ) [a,b] si sdlo si

u' € AC[a,b] y u" € Lya,b] y ademas:

Vit uila ) = [ o) de.

DEMOSTRACION. Sean u € V pla. b y mia <ty <--- <t, <buna particion de

[a, b]. Escojamos puntos sy, ..., Sop de [a, b], tales que:

11 =81 <S8y <lg=83< + <tlp_1 =383 < Sop—2 < Sop_1 < Sop, = tp.

Por el lema anterior u es derivable y u/ € C'[a,b] . Aplicando el teorema del valor

medio, podemos hallar

gj € (52j—1752j)7 j: ]-7 <o N,

tales que u'(§;) = u[sqj_1,52i],7 =1,...,n.

Ademas

’52]+2 52]'\

n—1 U
u .
o (! (1) — (&)\) (59510 — 53] =
1

<.
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n—1
|U[32‘ 15525 2] _U[SQ'—hSQ‘” =
® ( RELAC s ’ 22 ) [sj40 — s25] < V(iz) [a, b].

= |S2j4+2 — 824
Tomando limite cuando sy; — s9j_1 = 1,7 =1,...,n—1y S9,_1 — Sa, = t,, se obtiene
que §; —»t;,7=1,...,n. Y como v € Cla,bl], se concluye:

nz_l90 <|U’(tj+1) - “/(tj)l) [ti+1 =t

o ti — ]

n—1 ’ ’
. ) u'(E51) — v (€ =
im  lim Y ¢ (’ (&) <€])|) [s2j42 — s2j] < Vg p)(us [a, 0]).
S%—l—»sgn?:jlﬁfaj:ll = |32j+2 - 32j|

De esta forma resulta que v’ € Vdﬁ,n[a; b]. Y del lema de Riesz para la clase V(g’l)[a, b]

(Teorema 3.4.1), tenemos que v’ € AC[a,b], v" € L,la,b] y

/ o (W (B)]) dt < TP (us [a,1).

Reciprocamente, supongamos que v’ € AC[a,b], v" € L,la,b] y sea

7TICL§t1<t2§t3<t4§t5<"'<t2n§b,

un elemento de II% ,. Por el teorema del valor medio, existen &; € (tj—1,t2;),j = 1,..

tales que w'(§;) = ultaj_1, 2], = 1,...,n. Por tanto:

(IU[t2j+1, tajra] — ultyj—1, |
|t2j12 — toj_1]

/ ) (Iu'(fm) - u’<5j>|> i< | R / WOl ) ge <
t2j—1 |t2j+2 - t2j—1| B t25-1 & |t2j+2 a t2j_1| B

90 —_— .
tay 1 b1 [t2jr2 — t2j1]

Usando la desigualdad de Jensen:

) tojio — toj1| =

.M,
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(¢,2)

t2j+2 t2j+2 ae; t2j 42 1
@ _ WOl ¢ < T [ P (" ()]) dt.
]t o — T to: o — to:
toj—1 toj—1 2542 2]_1| toj—1 ‘ 2j+2 2J—1|

Como

tojto 1 tojto Y toj42 "
[t [ et = [ (o
t

2j—1 |t2j+2 - t2j_1| t2j71 t2j71

concluimos que:

n—1 b
ut 7t’ _Ut j— ’t-
> (el =t bl < oo

p |toj2 — toj 1|

De esta manera, u € ‘7(1271)[@, by

0

OBSERVACION 3.6.1. En [113] se presenta una demostracion errénea de la parte recipro-

ca de este teorema. Sin embargo, la conclusion es cierta como acabamos de demostrar.

3.7. Consecuencias del Lema de Riesz en ‘7(1;’2) [a,b] .

Esta seccion la hemos dividido en varias subsecciones; cada una de ellas dedicadas a
mostrar algunos resultados que se derivan de la generalizacion del lema de Riesz para

las funciones de (g, 2)-variacion acotada.

3.7.1. El Algebra RAV(%Q) la,b]. El primer resultado se deduce inmediatamente
del Teorema 3.6.1

COROLARIO 3.7.1. Sea ¢ una p-funcion que verifica la condicion ooy, entonces:
1.ue V(gg) [a,b] siy sdlo siu € 1/(1;71)[a, b].

2. u€ RAV&Q) [a, b] siy solo siu' € RV, q)la,b].

Otro corolario que se deriva del Teorema 3.6.1 es el siguiente.
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(¢,2)

COROLARIO 3.7.2. Sea ¢ una @-funcion que verifica la condicion ooy, entonces RAV(%Q) a, 0]

es un dlgebra, con el producto usual de funciones.

DEMOSTRACION. Sean u,v € RAV(@,Q) la, b], entonces existen nimeros positivos, A, 3,

tales que

‘/(1;72) (M) <0y V(g,z) (Bv) < 0.
De esta manera, por el Teorema 3.6.1, se tiene que Au’, fv’ € V(, 1y[a, b]. Como
RAV(%2) [a,b] C RAV(@J) [a, ]

(Corolario 3.5.2), u, v € RV, 1). Entonces u,v,u’,v" € RV(,1la,b]. Siendo éste tltimo

espacio un algebra resulta que

(wv)" = u'v +v'u € RV, 1)la,b].

Es decir, existe n > 0, tal que n(uv)’ € V(il) la,b] y asi uv € RV(,2)[a,b]. O

3.7.2. Sobre las clases 17(1;’2) la,b] y los espacios RAV(QOQ) [a,b]. Los siguientes
dos corolarios son adaptaciones de los teorema 3.8 y y 3.9 de [95]. En el primero de
ellos, damos condiciones necesarias y suficientes sobre dos p-funciones ¢; y 1 para que
‘7(’;172)[@,6] C ‘7(R [a, b].

410212)
COROLARIO 3.7.3. Sean @1, ps @-funciones convexas que verifican la condicion ooy,

p2(t)
p1(t)

entonces ‘7(};1’2) la,b] C ‘7(5272) [a,b] siy sdlo si tli@)sup < 00.

DEMOSTRACION. Supongamos que ‘7(];1’2) la,b] C ‘7(1;2’2) [a,b] y demostremos que se
cumple la inclusion 17(g171)[a,b] C 17(1;271)[@6] (ver Teorema 3.2.2). Sea u € ‘A/(ghl)[a, b],
entonces por las generalizaciones del lema de Riesz para las clases V(g pla, by 17(}; 2la, b]

(Teoremas 3.4.1 y 3.6.1), la funciéon w : [a,b] — R, definida por

w(t) ::/ u(s)ds, teab]

esta en ‘A/(I;l 2) [a, b]. Entonces aplicando nuevamente los Teoremas 3.4.1 y 3.6.1, se obtiene

que w' = u € V(ﬁhl)[a,b]. De esta manera concluimos que ‘/}(gl,l)[a’ b C ‘7(];271)[(1, b].

Usando la Proposicion 3.2.2 se obtiene la tesis.
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. , t . .
Reciprocamente, asumamos que lim sup zf((t)) , entonces existen numeros 7 > 0, tg > 0
t—o0

tales que po(t) < nps(t),t > to, entonces del Teorema 8.1 de [92] Ly, [a,b] C Ly,[a, b].

Sea u € 17(1; 2)[a, b]. Del Teorema 3.6.1, v € ACla,b] y u"” € Ly, [a,b] y por tanto
1,

u € ACla,b] y v € Ly,[a,b]. Aplicando nuevamente el Teorema 3.6.1 se tiene que

uEV@QQ[a,b]. O

A continuaciéon €Xponemos, condiciones necesarias y suficientes sobre una p-funcion ¢

para que la clase V 9la, b] sea un espacio vectorial.

COROLARIO 3.7.4. Sea ¢ una p-funcion convexa que verifica la condicion ooy, entonces

‘7'(};,2) [a,b] es un espacio vectorial si y sélo si ¢ cumple la condicion Ny(00).

DEMOSTRACION. Si V (02) [a, b] es un espacio vectorial, entonces si consideramos la
@-funcion ¢4, definida por ¢1(t) = ¢(2t), t > 0. Entonces de la definicion alternativa
de (¢, 2)-variacion (Definicion 3.5.2) se concluye que XA/R soyla,b] C ‘A/R ola,b] 5y por

el corolario anterior lzmsup el

t—o00

n tales que p(2t) < np(t),t > to. Es decir ¢ cumple la condicion Ay(oco) (Definiciéon
3.1.2).

(t) es finito y por tanto existen ntimeros positivos ty y

Por otra parte, supongamos que existan nimeros positivos ¢y y 1 tales que p(2t) <
774,0(25) t > ty, entonces por el teorema 8.2 de [92] L,[a, b] es un espacio vectorial. Veamos

que V 2@, b] también lo es. Sean u,v € V 2@, b], entonces por el Teorema 3.6.1
u',v' € AC[a,b] y u",v" € Lya,b].

Como ACla,b] y Ly[a,b] son espacios vectoriales au’ + fv' € ACla,b] y au” + pv" €
L,la,b], o, B € R. Aplicando nuevamente el Teorema 3.6.1, tenemos que au + fv €

‘7(};, [a,b],a, 5 € R. Lo que garantiza que V 2@, b] es un espacio vectorial. O

Como tultimo resultado de esta parte, presentamos condiciones necesarias y suficientes

sobre dos ¢-funciones @1 y ¢ para que RV (,, 9]a,b] C RV (4, 2)[a, b].

COROLARIO 3.7.5. Sean @1 y @2 p-funciones convezxas que verifican la condicion ooy,
entonces RAV(%Q) [a,b] C RAV(W’Q) [a,b] siy solo sipy < 1.

DEMOSTRACION. De acuerdo a la Proposicion 3.2.2 basta demostrar que la hipotesis
RAV(%Q) la,b] C RAV(WQ) la, b] es equivalente a RV(,, 1)[a,b] C RV(,,1)[a,b].
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Asumamos que RV, o[a,b] C RAV(WQ) la,b] v sea u € RV(,, 1)[a,b]. De la definicion
del espacio RV(,, 1)[a,b] y por el lema de Riesz (Teorema 3.4.1), existe A > 0, tal que
u € ACla, b y M/ € Ly, [a,b], entonces, considerando la integral indefinida de u; la

funcion:

w(t) ::/ u(s)ds, t € [a,b],

estd en RAV(WQ) [a,b]; y por hipétesis, también esta en RAV(SOQ,Q) [a,b] . Usando el Teo-
rema 3.6.1 resulta que existe A > 0, tal que u € ACla,b] y M/ € Ly,[a,b]. De donde
concluimos que RV(,, 1y[a,b] C RV|y,1)[a, b].

Reciprocamente, asumamos que RV, 1y[a,b] C RV(,,2[a,b] v sea u € RV ,, 9[a,b].
Por el Teorema 3.6.1 existe A > 0, tal que v’ € ACla,b] y M € Ly,[a,b]. De esta
manera tenemos que v’ € RV, 1)[a,b] y por tanto u' € RV/,, 1yla,b]. Entonces, por el
Teorema 3.4.1, existe A > 0, tal que v’ € ACla,b] y M € Ly,la,b]. En consecuencia
RV (5, 2)[a,b] € RV (4y.2)[a, b]. O

3.7.3. El espacio de Banach RV|,)a,b] . Otra consecuencia inmediata, de
la generalizacion del lema de Riesz para las funciones con (¢, 2)-variacién acotada, es
el dotar a el espacio RV, 92)[a,b] de una norma. En este espacio se define |- ||@2) :

R‘/((,D,Q) [avb] - [07 OO), por:

R R
[ull gz = lu@)] + W' lpny,  u € RVp2)la, b]

o equivalentemente

) ' b u"t
||u||fp’2):|u(a)|—|—|u(a)|—|—mf{)\>0:/<p<| ;)|><1}, u € RVi,9)a,b].

COROLARIO 3.7.6. Sea ¢ una p-funcion que verifica la condicion ooy, entonces

(RVielas b 1 1)

es un espacio normado.
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. . . R
A continuaciéon demostramos que el espacio RV(,2)[a,b] con la norma |- [[(, ) es un

espacio de Banach.

COROLARIO 3.7.7. Sea ¢ una p-funcion que verifica la condicion ooy, entonces

(RVielos L1 N1

es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Sea {u,}, ., una sucesion de Cauchy en (RV(%Q) [a, 0], - ||fp72)) ,
entonces, dado € > 0, existe N > 0, tal que

[un(@) = wm(@)] + |lu;, =, | G0y < &0 mom = N.

0o ., , /Y0
De esta manera {u,(a)},.; es un sucesion de Cauchy de ntimeros reales y {ul } ~_, es

una sucesion de Cauchy en (RV((N) la,b], || - ||3071)> . Por completitud de R y del espacio

(Rv(%l)[a, b, || - ||&1)> , existen un nimero real u* y una funcién u € RV(, 1)[a, b, tales
que:
. ryoo MG
un(a) = u”y {up b,y —

Definamos u : [a,b] — R, como:

u(t) :=u* +/ v(s)ds, te€la,b)].

Entonces, por construccion de u, se tiene:

R x R
lun = ullip2) = lun(a) = w’[ + u = vllgyy, n>1.

(A
Y por tanto {u,}, -, 3. O

3.8. Funciones de (p, k)-variacion acotada.

Esta seccion la dedicamos a generalizar las nociones de (¢, 1), (¢,2) y (p, k) variacion
y algunas de sus propiedades. Todos los resultados aqui expuestos son originales (ver

[95]) y estan en proceso de arbitraje.
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DEFINICION 3.8.1. Sean k > 1, un nimero entero, ¢ una p-funcion y u : [a,b] — R,
Dada una particion 7 : a < t; < --- < t, < b del intervalo [a,b], con al menos k + 1

puntos; definimos:

n—k
lultjir, - tin] — ulty, +k—1]]
(3.8.1) U(SD g (U, ) Z ® ( J J j‘ s [tk — tj] -

o Itk —

Vdﬁ,k)( [a,b]) = ‘/(ka)< u) : :SZPU@JC)(UMT),

donde el supremo se toma sobre todas las particiones 7 del intervalo [a, b], con al menos
k + 1 puntos. Si V(g k(1 la,b]) < oo diremos que la funcién u tiene (p, k)-variacion
acotada o finita en el intervalo |a,b] y la clase de tales funciones la denotamos por

VR(%k) [CL, b] .

OBSERVACION 3.8.1. Si k = 1, ésta definicion es el clasico concepto de ¢-variacion en
el sentido de Riesz, considerada por Yu. T. Medved’ed en 1953 en [112]. Si k = 2, esta

nocion es el concepto de (¢, 2)-variacion tratada por N. Merentes en [113].

OBSERVACION 3.8.2. Usando propiedades de las diferencias divididas (ver proposicion
1.3.1), podemos reescribir la suma (3.8.1), como:

n—k

D o ulty tivns s tierl]) [ten — 1]
j=1

OBSERVACION 3.8.3. Por otra parte, siguiendo las ideas desarrolladas en la observacion
2.3.3 para el caso de (p, k)-variacion, resulta que si p(t) = a,t™ + ap (t" 1+ - +a
entonces:

0, n <k

¢ (|lag]) kE(b—a), n=Ek.
En el siguiente teorema exponemos algunas propiedades de la clase V(f;’k) [a,b].

TEOREMA 3.8.1. Sean k > 0 un numero entero y ¢ una @- funcion, entonces:

1. Si[s,t] C |a,b], entonces V(g’k) (u;[s,t]) < V(fj,k)(u; [a,b]).
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2. Sit € [a,b], entonces I/(gk)(u; [a,b]) > V(g’k)(u; la,t]) + I/(ik)(u; [t,b]).

3. Si ¢ es convezxa, V(g,k) [a,b] C BVj[a,b] y

Vie(u; [a,0]) < k(b —a) + V(s [a,0]),  we Vi a,b].

1
(1)
4. V(g’k [a,b] = BVi[a,b] si ¢ no cumple la condicion 0oy .
5. VI pla, b C Vi fa, bl

6. V(f;k) [a,b] es un conjunto simétrico y convexo.

7. ¢ es convexa si y sélo si la funcion V(g’k) : V(g’k) [a,b] — [0,00), definida por:

V(ﬁ,k) (u) = V(fi,k) (u; a,0]), ue V<f§,k) [a, b]

€S convexa.

DEMOSTRACION. So6lo demostraremos la parte 5. Para las demas se procede de

manera similar a la demostracién del teorema 3.5.1.

Sea u € VI a,b]. De la parte 3. tenemos que V2 . [a,b] C BVji1a,b], entonces

(p,k+1) (p,k+1)
por el Teorema 1.3.2 las diferencias divididas |u[ty, ..., tk11]| %1, .-, tkr1 € [a,b] son
acotadas. Denotemos por M una cota superior y sea 7 : a < t; < --- < t, < b una

particion del intervalo [a, b], con al menos k + 1 puntos, entonces:

Oy (. T) < (M Z|tj+k tjl < e(M)k(b — a).
De aqui se infiere que V orrnla,b] C V(I;,k) [a, b]. O

De forma similar al caso de las funciones de (¢, 1) o (¢, 2) variaciéon acotada, denotamos

por RV(, rla,b] al espacio vectorial generado por V(R 0 [a,b]. Segun el Lema 3.2.2

RVipmla,b] = {u e R :3x >0 5 Vi, (hu; [a,b]) < oo}

De la parte 5. del Teorema 3.8.1 se obtiene el siguiente corolario.
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COROLARIO 3.8.1. Sean k > 0 un nimero entero y ¢ una p-funcion, entonces:

RViprqn)la,b] C RV, pla, b.

A continuacion procedemos a dar una definicion alternativa de (¢, k)-variacion.

DEFINICION 3.8.2. ((i,k)-variacion de Riesz. Definicion Alternativa). Sean k > 0 un
nimero entero, ¢ una @-funcion, v : [a,b] - Ry 7 € Hgﬂk una particion del intervalo
[a, b] del tipo

Toa<t; < <t <tpyr < <top <tloppr <+ <tpn <Db.

Definimos:

5@&)(“: ) =

ni ¥ (‘U[tjk+1> s tenr] = ultgnrer -l

‘t(j+1)k — t—1)k+1
bk — btk

Jj=1

Viga (ui [a,0]) = Vg iy (u) = sup &g (u,m).

b
ﬂ'GHa’k

La clase de las funciones u : [a,b] — R, tales que ‘A/'(f;k) (u; a, b]) < oo, la denotamos por
‘A/(g,k) [CL, b] :

EJEMPLO 3.8.1. De las propiedades de diferencias divididas (Proposicion 1.3.1 ) se tiene
que si u es un polinomio de grado menor o igual a £ — 1, entonces &fp k)(u, m)=0,7 €

IT) . v asi \A/(g’k)(u; [a,b]) = 0 en cualquier intervalo [a, b].
LEMA 3.8.1. Sea v : [a,b] — R y consideremos la funcion u : [a,b] — R, definida por
u(t) :==to(t),t € [a,b]. Entonces:

U[tl,...,tn] = tnv[tl,...,tn] +U[t1,...,tn,1], a<ti<---<t, <b.

En particular, si k es un entero positivo y v(t) = at*~! y u(t) = at*, entonces:
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U[tl,,tk]:a(tk“—tl), a§t1<<tk‘§b

DEMOSTRACION. Procedamos inductivamente. Para n = 1 el resultado es obvio.

Para n = 2,

t(ts) — tiv(ty)  ta(v(ta) —v(t))

ti.to| = =

+o(t) =

tQU[tl,tQ] + ’U(tl), a<t <ty < b.

Supongamos que la conclusion es cierta para algin valor de n > 2. Entonces

Ulte, ..., tpa1| —ulty, ...ty
u[tlu"'7tn+1]: [2 t—:ﬂ_tl[l ]:

tn+11}[t2, c 7tn+1] +’U[t2, PN ,tn] - tn’U[tl, PN ,tn] - ’U[tl, PN atn—l]
lny1 — 11

tny1 (V[t2, -« tna1] — [t - t0)) 0t - ) (B — 1) 4 (fng1 — to)V[tr, - ot
tht1 — 41

tn+1v[t, N 7tn+1] + /U[t]_, P ,tn]
La otra parte es consecuencia directa del resultado que acabamos de demostrar. 0
EJEMPLO 3.8.2. Si k es un entero positivo y consideramos la funcion u(t) = at* t € [a, b]

y la particion 7 :a <t < -+ <t <tppq < o0 < top < toprr < oo <ty < b de [a, bl

entonces del lema anterior, resulta:

6(}30,19) (U, 7T) =

HZE v <|Oé (tmr1 + -+ b = tg—nres — - — tir) |

[tk = t-vrsa |
Ltk — UG-+
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El mayor valor de la suma anterior se toma cuando tjz11 T tis1k ¥V tix 4 tG—1)k+1s

j=1,....,n—1igual a p(k|a|)(b—a). Es decir,

VR 4 (at*; [a,0]) = o(k |a]) (b — a).

En el siguiente teorema presentamos en 1. la relacion que existe entre la variacion V(I; k)

de una funcién en un intervalo y subintervalos.

TEOREMA 3.8.2. Sea ¢ una @- funcion, entonces:
1. Si[s,t] C la,b], entonces V(ik) (u; [s,t]) < V(g’k)(u; [a,b]).
2. Sit € la,b], entonces V(g’k)(u; [a,b]) > V(fj’k)(u; la,t]) + V(g’k)(u; [t,0]).

3. St ¢ es convezxa, V(i,k) [a,b] C BVia,b] y
O I g OR
Vk(u7 [aa b]) < 2<b - a’) + m‘/(gp,k) (’U,, [au b])? u < ‘/(Lp,k) [CL, b]

4. ‘Zﬁk) la,b] = BV [a,b] si o no cumple la condicion co;.

5. ‘A/(f;’k) la,b] es un conjunto simétrico y convexo.

6. p es conveza sty solo si la funcion YA/(};’,C) : ‘7(1;’2) [a,b] — [0,00) que asocia a cada

funcion u € V(g wla, b] su (p, k)-variacion alternativa es conveza.

DEMOSTRACION. 1. es consecuencia de la definicion de (¢, 2)-variacion.
La parte 2. se desprende de la definicion alternativa de (¢, 2)-variacion.
Para 3., se procede de forma similar a 3. de la Proposicign 3.5.2.

Para concluir 4., se imita el proceso de demostracién para el caso de la variacién V(g )
(Teorema 3.5.2)

Para 5. se procede como 6. del teorema 3.5.1
6. Se realiza de manera analoga a 7. del teorema 3.5.1, tomando u(t) = pt* y v(t) = qt*

y usando resultado de ejemplo 3.8.2. 0J

Dados un ntimero entero positivo k£ y una @-funcion ¢, denotamos por RAV(WC) la, b] al

espacio vectorial generado por la clase ‘7(};,/%) [a,b]. Segun el Lema 3.2.2
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~

RV (ypla, b] = {u eR™ ;3N >0 3 VE, (s fa,b]) < oo} .

En el siguiente teorema demostramos las relaciones entre las variaciones V(Z“ w Y ‘A/(I:; k)
que nos permiten afirmar que RAV(%;C) la,b] = RV (,1)]a,b].

TEOREMA 3.8.3. (ver [95]) Sean k > 0 un nimero entero y ¢ una p-funcién conveza,
entonces:

1. Si V(ik)(u; [a,b]) < oo, entonces V(ik)( ;[a,b]) < %V(i@ (u; [a, b)) .

; [CL, b]) S v(};,k) (U; [a7 b])

wlg

2. 51 V(’;?k)(u; la,b]) < 0o, entonces V(};,k)(

3. RV, la,b] = RV, pla, b].

ElIS

DEMOSTRACION. 1. Sea u : [a,b] — R, tal que ‘/}(g,k)(u; [a,b]) <ocoya<t; < - <
tyr1 < b. Consideremos nameros aq,...,a, y by, ...,b, tales que:

h<a <---<a, <ty y tp<b <---<b, <tpi.

Utilizando la desigualdad triangular resulta:

‘u[t% s th—i-l] B u[tla s 7tk]|
teyr — ta] N
ulte, - tha] —ular, - an]| [t —ar| | ufag, .. a] —ufby, . bg]| b — ad
|th1 — a1 |tryr — t1] bk — a1 tri1 — t|

\u[bl,. .. ,bk] —u[tl, .. tk” |bk —tl‘
b — ta] ltir — 1]

Entonces de la convexidad de ¢, tenemos:

(|u[t2, Ce 7tk+l] — U[tl, c. ,tkH

thr1 — 1| <
3|tk — >| * |

1 ulte, - tea] —ufas, . . . ai]
3 ¥

) th1 — ar| +
th1 — ai

o (Moo — el B,

b, — a1
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. <|u[b1,...,bk] —u[tl,...tk]|> " —m} .

by, — t1]

1~
SV s 11, 4],

De esta manera tenemos que si 7 : a < t; < --- < t,, < b es una particion de [a,b] y

procedemos de forma similar a la demostracion del Teorema 1.3.1

n—k
|ultjta,. ]+k] U[tja---atjﬂc—l”
' |tk —

—k
Z ui [t tj4n]) <

ODI>—‘

Jj=

k ~

Asi resulta que:

U k ~
Vit (33 1a.0]) < 5V (uifa. 1))

( 3 I
Por lo tanto RV (, x[a,b] € RV(,xa,b)].

2. Por otra parte supongamos que V(g’k) (u; [a, b]) < ooy consideremos una particion

Toa<t; < o <ty <tpyr < <top <tlogpr <+ <tpp <b.

De la desigualdad triangular resulta que para cada j =1,...n — 1,

|ultjret, - - tgane] = wltG-typsts - - Ll | <
=tk ] a
‘u[tjk+17 otk — ultje, - 7tjk+k71]| ‘t(j—&-l)k - tjk‘ N
|t(j+1)k - tjk’ ‘t(j+1)k — t(jfl)kJrl‘
[ultin, - tikrr—1] — Wtjk—1,- -, tikgr—2]| ’t(jﬂ)kq — tjk—ll -
’t(j-l-l)k—l — tjk:—l‘ ‘t(j—i-l)k - t(j—l)k—&-l‘
|ultGopszs - tmtine] = wltgonrens - | [t — tG-ven]
|tk = tG-npn | |Gk = -1k ]

Utilizndo la convexidad de la funcién ¢, se obtiene:
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<|U[tjk+1, o tgank] — ultGonkss - - 7tij

t; —t <
k ‘t(JJrl)k - t(jfl)kJrl‘ ) | (J+1)k ( 1)k+1| <

| =

ltjps s tirrkt] — Wltn 1y o jphe
o [ 11l tim] = ultiens o bkl [t — toa| 4ot
[t1h-1 = tik—]

WtG—1)k+2, - - >tk tjks1) — WEG_1)kt1, - - - Lk
ot ‘ (J—Dk+ ik, “jk+ U—Dk+ J | ‘tjk+1—t(j—1)k+1} <
|tjk+1 - t(j—l)k+1‘

1
De esta forma tenemos:
~p U 1

U(ka)(i’ ™) < ZVKZ,@ (u; [a, b])

y por lo tanto RV, 1la, b] C RAV(%;C) la, b].

De 1.y 2. se concluye que RV{, x[a,b] = RAV(WC) [a, b]. O

COROLARIO 3.8.2. Sean k > 0 un nimero entero y ¢ una p-funcion, entonces:
RAV(‘P»k'i‘l)[a” b] - RAV(cp,k) [aa b]

3.9. Lema de Riesz para las funciones de (¢, k)-variacion acotada.

El siguiente lema nos sera de utilidad para demostrar una generalizacion del lema de

Riesz para las funciones de la clase 17(};7]{) [a, b].

LEMA 3.9.1. (ver [95]) Sean k > 0 un nimero entero, ¢ una @-funcion convexa que
verifica la condicion oo yu € ‘7(1; k) [a, b], entonces existe la derivada u*=) y es continua

en [a,b].
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DEMOSTRACION. El caso k = 1 es consecuencia del lema de Riesz para funciones
con (¢, 1)-variacion acotada (Teorema 3.4.1). El caso k = 2 se demostrd en el Lema
3.6.1. Supongamos u € ‘Af(ﬁk) [a,b],k > 3. Como ‘Af(ﬁk) [a,b] C BV [a,b] = BVia,b], k >
3 (Teoremas 3.8.2 y 1.3.1), u*=2 € BV,[a, b] y por lo tanto u*~2) es continua y se puede

escribir como diferencia de funciones convexas (Teorema 1.3.2). De esta manera, u(*~2)

(k=1) (=)

tiene derivadas laterales crecientes, con u} 77y son continuas; y el conjunto

E donde la derivada de u*~Y no existe es numerable y u*~1

(ver, por ejemplo [141, 142, 144)).

es continua en [a,b] — E

Sea tg € E y denotemos por oy, = uﬂgfl)(to) —u(_k*l)(to) > 0 . Por definicion de derivada

laterales, tenemos

_ *k=2)(ty + h) — u*=2 (¢
uf 1)(t0): limu (0+ ) u (0)

h—0t+ h

bl

_ *k=2)(ty — h) — u*F=2)(¢
uf 1)(t0): lim & (fo = h) = u (0).

h—0t h

Utilizando la definicion de diferencias divididas para puntos iguales (Observacion 1.3.1),

tenemos:
. h k — lveces , h . k — lveces .
u(k_l)(tg):(k—2)!lz'm ulty + h, M ,to 4+ h] — ulto, M ) 0],
+ h—0+ h
k — lveces k — lveces

U[t() - haﬁf_/ ) 2(:0 - h] - u[thR’_/ ) tO}

WD () = (k — 2)! lim .

Sean ty,...,tg_2,81,...,52 € (a,b) y h > 0, tal que:

a<tg—h<t1 < - <t o<s < - <Spa<tyg+h<hb.

Entonces:
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U[Sl, s 7Sk*27t0 + h] — 'U/[to B hutlu s 7tk72]

ay, = (k—2)! lim lim
t1 = to — h
Pero

U[Sl, ce ,Sk_27t0 + h] - U[to - h,tl, N ,tk_g]
h

d

Y como ¢ cumple la condicién ooy, resulta:

)< i (ot

U[Sl, ey Sk—2,to + h] — U[to - hvth cee 7tk—2]
h

Y=o

lim
h—)O*gp <

De esta manera obtenemos la conclusién absurda:

_ s Qi 1 7R
o0 = Jim i S ey Ve (ulasb]):
De esta manera E = ¢ y u*~) € Cla, b]. O

Ahora presentamos el resultado més importante de este capitulo.

TEOREMA 3.9.1. (Generalizacion del Lema de Riesz para las funciones de \A/(g,k) [a, b] ver

|95]) Sean k > 0 un nimero entero y ¢ una p-funcion convexa que verifica la condicion
w(F)

o01. Entonces u € ‘7(1;7,6) [a,b] si sélo si u*~Y € ACa,b] y 7o € L,la,b] y ademas:

R b |y
V&k)(u; [a,b]) = /a © (H) dt.

DEMOSTRACION. Sea u € IA/(}; 5 la,b] y m:a <t <--- <t, <buna particion de

[a, b]. Escojamos puntos si, ..., s de [a, b], tales que:

tp =081 < <S5 <To=05k11 < " < Sop <tg=Sopy; < -
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<ty = Stn=2)k+1 < " < Stn—1k < Stn—Dk+1 <+ < Sp = ln.

De propiedades de las diferencias divididas (Proposiciénl.3.1), existen

& € ( (- 1k+1>33k) j=1....n
tales que
1(g,)
u .
(k 1)]1 :u[s(jfl)kﬂw--;sjk], j=1...,n

Como u € ‘7(];@ [a, b], tenemos:

uk— 1 — uk j
Z<P< (&) s )> |S(j+1)k —SM -

—1)! ‘3 G+1)k — Sjk‘

(k—1)! |S(j+1)k - Sjk|

n—1
U[S i 1)k 1,...,3'k]—u[5 i1k 1,...,S'k]
ng<| (—Dk+ J (J—Dk+ J | ’3(j+1)k_5jk <

Jj=1

~

V(f.f,k) (ﬁ’ [C%b]) < ‘Zgﬁ) (u; [, ]) -

Tomando limite, cuando s, | sG—1yps1 = 5,7 = L,...n — 1y Sp—ijpr T Sk = L,

k—1)

obtenemos que &; — t;,j = 1,,n. Como u' es continua en [a, b|, concluimos que:

(k1) nmlo ety (k1)
R u § u (tj+1> U (t )
o — 1| = ) t: — t < ‘/ . bl .

—-1)

En consecuencia “(kfl), € V(g pla,b]. Por la generalizacion del lema de Riesz para la

G
clase V{7 [a, ] (Teorema 3.4.1), resulta

u(k_l) u(k)
=1 € AC[a,b] y

Ademés
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e (@) = [+ <|<Z(—)(3!> "

De esta manera hemos demostrado que u*~Y € AC[a,b] , % € L,la,b]y

b (u® -
/a 4 <‘(k —(31> dt < Vi (us]a,b]).

Reciprocamente, supongamos que u*~Y € AC[a, b], % € L,la,b] y sea

Tra<ty <oty St <ot S toge <o <t <,

un elemento de II% . Por propiedades de las diferencias divididas (Proposicion 1.3.1),

existen §; € (t(j_l)k+,tjk) ,7 =1,...n, tales que

uFV ()
& —1)!

Usando propiedades de las integrales, tenemos:

= u[t(j—l)klatjk]a ] = 17 Lo, n.

LGk = L1kt

/t“'“)’“ ; [u* (g 11) —uV(g)] i <
LG—1)k+1 (k - 1)‘ ‘t(jJrl)k - t(jfl)kJrl‘ B

(e,
. 1) de <
Hoyea g (k=Dtgrr = tg-ne]

‘u[tjk-i-la o trnk) = UtG_ Dkt - - atjk‘ B
v [tk = t-nkr| =

J

LGk bk |u(k) (t) }
/ - / ‘ dt | de.
ti—1)k+1 tGi—1)k+1 (k - 1>' ‘t(j‘*‘l)k - t(j_l)k"‘l‘

jg=1...,n—1

Usando la desigualdad de Jensen:
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tG+1)k LG+1)k |u(k) (t) | ti+1)k ‘u(k’) (t) ‘
/ %) / ' dt | d¢ < / e\ 7 dt.
bG—1)k+1 tG—1)kt1 (k—1)! ‘t(j+1)k - t(j—l)k-i-l‘ (k—1)!

tG—1)k+1

Y concluimos que:

=N b u® (¢
Gl (1, ) < /a o <|(k; _(131) dt.

De esta manera tenemos que ‘7(]577%) (u;[a,b]) < ooy

- b Ju®
Vigw(:la,0]) < / <p <‘<k _(3!> dt.

3.10. Consecuencias del lema de Riesz en 17(1;7@ [a,b] .

Esta seccion exponemos varios resultados que se derivan de la generalizacion del lema

de Riesz para las funciones de (g, k)-variacion acotada.

3.10.1. El algebra RV, y[a,b]. El primer resultado se deduce inmediatamente
del Teorema 3.9.1

COROLARIO 3.10.1. Sean k > 0 un nimero entero y ¢ una p-funcion que verifica la

condicion ooy, entonces:
S . o
1w € Vi la,b] siy sdlo si

0

(k—1)(k—=2)---(k—r)

€ ‘/7(1;7,64)[@,6], r=1,...,k—1

2. u € RAVfP’k) [a,b] si y sdlo siul) € RVigk-nla,bl,r=1,... k= 1.

Otra corolario que se deriva del Teorema 3.6.1 es el siguiente.

COROLARIO 3.10.2. Sean k > 0 un numero entero ¢ una p-funcion que verifica la

condicion oo, entonces RV, py[a,b] es un dlgebra, con el producto usual de funciones.



Cap. 3 Consecuencias del lema de Riesz en V

& plab] - 135

DEMOSTRACION. Sean u,v € RV(, r)la, b], entonces existen niimeros positivos, A, 3,

tales que

V(ﬁ,k) (Au) <oo y V(ﬁ,k) (Bv) < o0

Del Corolario 3.8.1, para cada entero positivo m, tenemos que RV, . [a, b] C RV, 1)[a, b].
Como

k—1
(kl -1 (k—1—j) (])
- (1)

Jj=0

del corolario anterior se concluye que (uv)*~1 € RV, 1)la, bly por lo tanto uv €

RV, mla,b]. O

3.10.2.  Sobre las clases \A/(fj’k) la,b] y los espacios RAV(WC) la,b]. Los siguien-
tes dos corolarios estan expuestos en [95]. Iniciamos dando condiciones necesarias y
suficientes sobre dos (p-funciones p; y @9 para que ‘7(1;1’,4) la,b] C 17(1;2’,4) la, b].

COROLARIO 3.10.3. Sean k > 0 un numero entero Y1y P2 p-funciones convexas que

: < 1 w2 (t)
la,b] siy solo si tlﬁzgsup o <

verifican la condicion ooy , entonces V(g la,b] C V(<p2 5

Q0.

DEMOSTRACION. Supongamos que X/(ghk)[a, b C Vm wla, b]. Sea u € V(ghk) a, b],
entonces por calculo de integrales indefinidas, consideramos la funciéon la funciéon w :
[a,b] — R, definida por

w(t) == /: </t s (/t u(tl)dtl) .. .dtk_Q) dty .

Como w1 =y € V(gl?k)[a,b], entonces por el Teorema 3.9.1 w € ‘7(];17,6) la,b]. De
la hipotesis resulta que w € ‘7({;2@ [a,b], y por tanto (Teorema 3.9.1) u = w1 €

V( o, 1)[(1 b]. Entonces aplicando el Teorema 3.2.2 obtenemos la tesis.

. , t . .,
Re01procamente, asumalnos que lim sup Z?Etg, entonces existen niameros n > 0, to >0
t—o00

tales que po(t) < nps(t),t > to, entonces del Teorema 8.1 de [92] Ly, [a,b] C Ly,[a, b].

SeauE‘A/(g yla, b]. Del Teorema 3.9.1, ulk=1) EAC’[a b] y u®) € L, [a,b] C Ly, [a,b].

Usando nuevamente el Teorema3.9.1 se tiene que u € V(% wla, 0l. O]
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(p,k)

A continuacién exponemos, condiciones necesarias y suficientes sobre una ¢-funcion ¢

para que la clase 1//\'(}; k) [a, b] sea un espacio vectorial.

COROLARIO 3.10.4. Sean k > 0 un namero entero y ¢ una @-funcion convera que
verifica la condicion ooy, entonces V(ff’k) [a,b] es un espacio vectorial si y sdlo si

cumple la condicion Ny(00).
DEMOSTRACION. Se imita la demostracion del Corolario 3.7.4 O

En el siguiente corolario, exponemos condiciones necesarias y suficientes sobre dos ¢-

funciones ¢; y @1 para que RV, pyla,b] C RV, 1yla, b].

COROLARIO 3.10.5. Sean k > 0 un numero entero y ¢ p1 Yy p2 p-funciones convexas que

verifican la condicion ooy , entonces RAV(WJC) [a,b] C RAV(%;C) la,b] siy sdlo si s < .
DEMOSTRACION. Se procede como la demostracion de Corolario 3.7.5 0

3.10.3. El espacio de Banach RV, a,b] . Otro resultado que se deriva de
la generalizacion del lema de Riesz para las funciones con (¢, k)-variacion acotada,
es dotar a el espacio RV(,p)la,b] de una norma. En este espacio se define || - H&k) :
R‘/(go,k) [a> b] — [Oa 00)7 por:

R - R
HuH(cp,k) = |ua)| + -+ ‘U(k 2)(a)‘ + Hu(k 1)“(@71) RS Rv(%k)[aa b]

o equivalentemente

b1y
Hqup’k):|u(a)|+~-+|u(k1)(a)|+z'nf{)\>0:/ go(%) <1},

u € RViypla,bl.

Es de hacer notar que esta norma la podemos definir inductivamente, como:

R R
[l oy = lul@)] + 1u'll ¢ pr)
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(p,k)

COROLARIO 3.10.6. Sean k > 0 un numero entero y ¢ una p-funcion que verifica la

.y R :
condicion 001, entonces <RV(W€) [a, 0], [| - II¢5, k,)> es un espacio normado.
: i . R
A continuacién demostramos que el espacio RV(y[a,b] con la norma |-, ;) es un

espacio de Banach.

COROLARIO 3.10.7. Sean k > 0 un numero entero y ¢ una p-funcion que verifica la

condicion ooy, entonces (RV(WC) [a,b],] - ||iok)> es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Procederemos inductivamente. Para k = 1 ver [18, 97|, Lema
3.3.1 y Corolario 3.3.3). Para acaso k = 2 ver corolario 3.7.6. Supongamos que el
resultado es cierto para algtin valor entero £ > 2 y demostremos que también es cierto
para k + 1.

Ahora seguimos las ideas de la demostracion para el caso de (¢, 2)-variacion (corolario
3.7.6 ). Sea {u,} -, una sucesién de Cauchy en (RV(%R)H[@, b, || - ||fp k+1)> , entonces,
dado £ > 0, existe N > 0, tal que

(@) = ()| + ' = |y < & mm = N,

Por tanto, la sucesion {u,(a)},—, es una sucesion de Cauchy de nameros reales y

{u;}zo:l es una sucesion de Cauchy en <RV(W€) [a,b], | - ||§D,k,)> . Por completitud de

R y del espacio <RV(%,€) [a, 0], || - ||fpk)>7 existen un numero real u* y una funcion

v € RV, p)la,b], tales que:

[I-1I1F
uaa) = ut oy {0, e

Definamos u : [a,b] — R, como la integral indefinida:

u(t) == u" + /:U(s)ds.

Entonces, por construccion de u, se tiene:

R R
[un — uH(cp,k‘—l—l) = [up(a) — | + [luj, — U“(Wg) ;o n=>L

(R

Y por tanto {u,} -,
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De esta manera concluimos que el espacio (RV(WC) [a, 0], - Hﬁp k)> es completo. O

3.11. Acotaciéon Uniforme del Operador de Composicion en RV, )la, b].

En la seccion 2.9 del capitulo 2 (Teorema 2.9.2), demostramos que la lipschitzidad
global en la Condicion de Matkowski (ver seccion 2.8) puede ser remplazada por una
condicién de acotacion uniforme del operador de composicion. Para el caso del espacio

RV, 1la, b] este resultado también es cierto y esté expuesto en [71].

A continuacién enunciamos este resultado en un teorema.

TEOREMA 3.11.1. Sean a,b € R(a < b), ¢ una @-funcion convexa que verifica la
condicion 0oy, k > 2 un numero entero. St el operador de composicion H generado por

h aplica el espacio RV, pla,b] en si mismo y es uniformemente acotado, respecto a la
R

norma || - ||,

k), entonces existen o, B € RVg ) [a,b], tales que:

h(t,z) = a(t)z + B(t),t € |a, b,z € R.
3.12. Algunos problemas para investigar.

Aqui presentamos algunos problemas para futuras investigaciones.

1. Generalizar el concepto de (¢, k)-variacion acotada, en cualquiera de sus dos
formas, para funciones u : £ — X, donde X es un espacio normado, en particular
para multifunciones.

2. Determinar cuales de las propiedades de los Teoremas 3.8.1 y 3.8.1 son ciertas.

3. Determinar si es posible demostrar un teorema de representaciéon para estas
nuevas funciones, tipo Jordan, tipo Riesz a través de una integral tipo Serpiriski-
Federer-Chistyakov, como composicion de funciones.

4. Demostrar un teorema tipo lema de Riesz (Teorema 3.9.1) y sus consecuencias.

5. Estudiar algunos problemas relacionados con el operador de composicion, como

actuacion, lipschitzidad local o global, acotaciéon uniforme.



Capitulo 4

Representacion integral de funciones con segunda variacién

acotada en el sentido de Schramm

Como ya indicamos en la introduccion de este trabajo, el concepto de variaciéon de una
funcion definido por Jordan en [84] fue generalizado en 1908 por De la Vallée Poussin
en [59] al considerar la nocion de segunda variacion estudiada en el capitulo 1 de esta

tesis.

Hace un siglo F. Riesz en [137], demostr6é que una funcion « : [a,b] — R tiene segunda
variacion acotada si y solo si se puede escribir como la integral indefinida de una funcién

con variacion acotada.

Por otra parte, en 1972 D. Waterman, quien este momento tiene 85 anos, introduce
el concepto de A-variacion acotada (ver [165]). Un autobiografia de Waterman puede
revisarse en [57], donde se recopilan las ponencias de las conferencias que se realizaron
en la FAU, campus de Fort Lauderdale, el 30 marzo a 1 abril 2007, con motivo de la
celebraciéon del 80 aniversario de D. Waterman. Entre las que cabe destacar la de su
discipulo F. Prus-Wisnioski [134], quien hace un resumen de los resultados sobre este

tipo de funciones.

En [165] Waterman considera lo que se conoce como una A—sucesion A = {\,}, ;.
Es decir, una sucesion creciente de ntimeros positivos, tal que la serie Y o, 1/x. es
divergente. Dada una sucesion de intervalos I,, = (a, b,) C [a,b],n > 1, cuya interseccién

dos a dos es vacia; y un funcion v : [a,b] — R, se consideran las sumas

O,K/(u’[n) — Z ’u(bn) — u<an|

y se define la A-variacion (nosotros agregamos en el sentido de Waterman) de la funcion

u en [a, b] al supremo sup oy (u, I,).

n

139
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Posteriormente, en 1985, otro discipulo de Waterman; Michael Schramm en [158], gene-
raliza este concepto introduciendo la nocién de ¢-variacién, como el supremo de sumas

del tipo :

S —
U(¢,1)(u7 I,) = Z en ([u(bn) — ulanl)
i>1
donde ¢ = {¢n},>, es un sucesion decreciente de -funciones convexas, tales que la
serie ), -, ¢n(t) diverge para cada t > 0. Y se define la ¢-variacién en el sentido de

Schramm al supremo de sup oé (s Ly).
I b

n

En este capitulo de esta tesis, introducimos el concepto de ¢-segunda variaciéon en el
sentido de Schramm, siguiendo las ideas de De La Vallée Poussin en |59]; concluimos
demostrando un teorema de representacion tipo Riesz. Més precisamente, demostramos
que una funcién tiene ¢-segunda variacion acotada en el sentido de Schramm si y sélo
si es la integral indefinida de una funcién que tiene ¢-variaciéon acotada en el sentido
de Schramm. Estos resultados son originales y los obtuvimos, en colaboracién con los

profesores José Giménez y Nelson Merentes y fueron publicados este ano [70].

4.1. ¢-sucesiones.

DEFINICION 4.1.1. Una sucesion de ¢-funciones ¢ = {¢,},~,; convexas es una ¢-
sucesion si la sucesion {¢,},, es decreciente y > -, ¢n(t) es divergente para cada
t>0.

OBSERVACION 4.1.1. M. Schramm en [158] denomina a este tipo de sucesiones como

¢*-sucesion.

EJEMPLO 4.1.1. Algunos ejemplos de ¢-sucesiones se obtienen al considerar las funcio-

nes ¢, : [0,00) = R, n > 1, definidas por:

en(t) = anp(?),
donde ¢ : [0,00) — R es una p-funcién convexa y {a,},~, es una sucesiéon decreciente

de numeros positivos, cuya serie Y a, es divergente.

Algunos casos particulares son:

on(t) =t , @u(t)=atP,p>1.
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tP et—1

on(t) = o on(t) = 7

A continuacién presentamos la graficas de algunas de las funciones de estas sucesiones.

on(t) =t,n>1

—p (1) =2F
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D,g_- g, (f)=

06 |
0.4 -

0.2
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4.2. Funciones de ¢-variacién acotada en el sentido de Schramm.

Antes de exponer el concepto de ¢-variacion de una funcion estudiado por M. Schramm

en [158], introducimos algunas notaciones que utilizaremos en el capitulo.

Si X un espacio vectorial u : [a,b] = X, [ = [s,t] C [a, b], se definen:

u(t) = u(s)

=t =sl, w(l)=ult)-uls) y ull]=ulst]=——

I(a,b) denota la familia de todas las sucesiones numerables o finitas de intervalos ce-
rrados {I,, = [an,bs]}n>0 contenidos en [a,b] cuya interseccion de dos cualesquiera es
vacfa o un punto. Ademas denotamos por Ip(a,b) las sucesiones finitas de (a,b). Si
m:a<t <---<t, <bes una particion del intervalo [a,b], denotamos por I la

familia de todas las sucesiones de I(a,b) con extremos en 7.

DEFINICION 4.2.1. (¢-variacion en el sentido de Schramm (ver [158|)) Dadas una ¢-
sucesion ¢ = {¢n},>, » {Infn>1 € I(a,b) y una funcion u : [a,b] — R se definen:

oo dn) =Y pa (u(L)))

n>1

Vo (u,[a, b)) = VS (u) == sup ooy (u, I,).
(o) (1 [a, b]) = Vg 1y (u) o .U 1n)

Si V(‘z 1y (w, [a,b]) < oo se dice que u tiene ¢-variacion finita o acotada en el sentido de

Schramm en el intervalo [a, b] y la clase de tales funciones la denotamos por V(i,l) a, b].

OBSERVACION 4.2.1. Si ¢,(t) = t,n > 1, entonces la ¢-variacién en el sentido de

Schramm coincide con la variaciéon clésica de Jordan.

Si @n(t) = tP, n > 1, para algtn p > 1, la ¢-variacion en el sentido de Schramm no es

méas que p-variacion de Wiener (ver [169]).

Si pn(t) = 3£, n > 1, donde A = {\,},-, es una A-sucesion, entonces la variacion de

Schramm es la A-variacion estudiada por D. Waterman en [165].
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OBSERVACION 4.2.2. Si u = ctte, entonces de la Definicion 4.2.1 es inmediato que
V(i,1)(“) = (0 y por tanto V(i,l)[a, b] es no vacio.

También si consideramos ¢ € (a,b) y u : [a,b] — R, definida por:

t <
u(t) ::{  t=e ,

co, t>c
donde ¢; y ¢y son dos constantes cualesquiera, entonces V(il)(u) =1 (Jea — e1]).

OBSERVACION 4.2.3. Una definicion alterna de la variacion de Schramm, es considerar
en la definicion 4.2.1, las suma sobre sucesiones finitas de intervalos de {I,}"" | de I(a,b)

y modificar la definicién considerando

VAG o (us[a,0]) = sup Z ¢n ([u(ly

{In EIF ab

Sin embargo, se puede notar que:

a. VAS p(ufa, b)) < V*(g(b’l)(u; [a,b]).
b. si VA(¢ y(usila,b]) < ooy {l,},5, es una familia de intervalos de I([a, b]), entonces:

Y en(ulL))) = lim Y on (lu(L)]) < VAG, 1) (us[a, B])

n>1

y de esta manera, obtenemos que me) (u; [a,b]) < VA&J) (u; [a, b]).

Por tanto en la definicion de la ¢-variacion en el sentido Schramm es indiferente si las

sumas de la Definicién 4.2.1 se toma sobre sucesiones finitas o numerables de miembros

de I(a,b).

Por otra parte, si m:a <t; < --- <t, < b es una particion de [a,b] y consideramos la

familia los intervalos I; : [t;,t;41],5 = 1,...,n y definimos

oy m) = > i (lu(l))]),

{I;}elx

entonces a(sd),l)(u, ) < V(g’l)(u; [a,b]).
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En el siguiente teorema exponemos algunas propiedades de la ¢-variacion de Schramm
de una funcién y de la clase V(g’l)[a, b].

TEOREMA 4.2.1. Sean ¢ = {p,},~, una ¢-sucesion y u € V(i,l)[a, b, entonces

1. Si[s,t] C |a,b], entonces 1/(*271)(1;; [s,1]) < V(*;I)(U; [a,b]).

2. u es acotada y ||ul| < |u(a)] + o7 <V(i1)(u)> :

3. Si u es mondtona, V(i’l)(u; [a,b]) = 1 (Ju(b) — u(a)]) .

4. V(‘;th)[a,b] C V(g’l)[a,b] y BVa,b] C ‘/(zl)[a,b], donde V(Vghl)[a,b] es la clase de las

funciones con pi-variacion acotada en el sentido de Wiener (ver [171]).
5.‘/255’1)[@, b] es un conjunto simétrico y convezo.
7. La funcion V(fu) : V(il)[a, b — [0,00), que asocia a cada funcion u € V(‘;l)[a, b]
su ¢-variacion en el sentido de Schramm, es conveza.

DEMOSTRACION. 1. se deducen directamente de la definicion de la variaciéon de
Schramm.

2. es consecuencia de la desigualdad
p1 (lu(t) = u(a)]) < VG (u)

Para 3. ver proposicion 2.2 de [78].

La primera parte de 4. se sigue porque la sucesion {¢,}, -, es decreciente. Para la otra

parte ver proposicion 2.5 de [78|.

6. La simetria de V(i 1)[a, b] es consecuencia directa de la definicion. Y la convexidad se

sigue de la convexidad de las funciones ¢, n > 1.

7. Es consecuencia de la convexidad de las funciones de la sucesion ¢. 0

OBSERVACION 4.2.4. La parte 3. del teorema precedente nos presenta una manera para

calcular la ¢-variacion de Schramm de una funcién monétona, por ejemplo:
a. ‘/(i,l)(tg; [a7 b]) = Y1 (b3 — a3) .

b. V(fﬁ,l)(Ln t;[a,b]) = p1 (Lna — Lnb), a > 0.

¢ V(ii)<% [a,b]) =¢1 (£ = 1), a>0.
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OBSERVACION 4.2.5. La definicion de variaciéon de Schramm (Definicion 4.2.1) la po-
demos adaptar para funciones u : [a,b] — X, donde X es un espacio métrico. En este
caso la ¢-variacion en el sentido de Schramm de una funcién u € X* se denota por
V(i’l)(u; [a,b],X) y la clase de las funciones que tiene ¢-variacion finita en el sentido de
Schramm, por V(g’l) ([a, b],X) En particular, si X es un espacio normado son vélidas las
conclusiones del Teorema 4.2.1, salvo la parte 3. porque se requiere una estructura de

orden en X.

OBSERVACION 4.2.6. Como la clase V(i,l)[a, b] es un conjunto convexo y simétrico, el
Lema 3.2.2 asegura que el espacio vectorial SV(41)[a,b] o utilizando la notacion de

Schramm ¢BV(41y|a, b] generado por la clase V(g’l)[a, b] es igual a:

{u:la,b] 5 R:3X>0> 1/(‘271)()\u) < oo}.

En [158] M. Schramm demuestra que este espacio tienen una estructura de espacio de

Banach con la norma:

ulfy ) = ul@) +inf {2 >0:VE, (3) <1}

En la proposicion 2.4 de [78] A. Hernandez demuestra que ¢BV|[a,b] es un algebra; y
usando el Lema 2.1.2 (Maligranda-Orlicz) demuestra que ¢BV][a,b] es un algebra de
Banach (corolario 2.3 de [78]).

4.3. Segunda variaciéon en el sentido de Schramm.

Siguiendo las ideas desarrolladas por De la Vallée Poussin en [59] y por N. Merentes
en 1991 en [113], podemos generalizar el concepto de ¢-variacion dado por Schramm
a un nuevo concepto que denominamos segunda ¢-segunda variacion en el sentido de
Schramm. En esta seccion trataremos este concepto para funciones v : [a,b] — X, donde

X es un espacio normado.

Denotamos por I*(a, b) la familia de sucesiones {1, },-, € I(a,b), tales que |I,,| > 0,n >
1.

DEFINICION 4.3.1. Dados un espacio normado (X, || - ||), una ¢-sucesion ¢ = {¢n},~1,

una sucesion de intervalos {I,,},>1 € I*(a,b) y una funcion u : [a,b] — X se definen:
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sy (W L) = Y o ([ullna] — ulLa]l)

n>1

‘/(i,Q) (u; [aa b]? X) = ‘/(?;,2) (u; [(I, b]) = ‘/(22) (’LL) = {I }Se?ﬁ)(a b)0&9¢,1)<u7 In)

Si V(i 9 (13 a, 0], X) < oo decimos que u tiene segunda ¢-variacién acotada o finita en
el sentido de Schramm en el intervalo [a,b] y la clase de tales funciones la denotamos
por V(iﬂ) ([a, 0], X).

OBSERVACION 4.3.1. De igual manera al caso de (¢, 1)-variacion en el sentido de

Schramm, podemos considerar las sumas del tipo aéﬁ 2)(u, I,,) sobre sucesiones finitas
{I,,}"_, de I*(a,b) obteniendo que:

Vo (u) = sup oy (u, 1),
(¢,2) (In}els(ab) (¢,1)

donde I} (a,b) denota las sucesiones finitas de I(a,b).

OBSERVACION 4.3.2. Si para x,y € X fijos, consideramos u € X[® definida por u(t) =

tr +y,t € [a,b], entonces u[l] = z, para cualquier intervalo cerrado I C [a,b], con
|I| > 0. De esta manera, V¢2)( u) =0y asi V(gg)([a, b, X) # O.

En la siguiente proposicion presentamos algunas propiedades iniciales que podemos

inferir de este tipo de funciones a partir de la Definicion 4.3.1.

PROPOSICION 4.3.1. Sean (X,||-||) un espacio normado, ¢ = {@n}n>1 una ¢-sucesion
yu:[a,b] = X, entonces:

1. Si[e,d] C [a,b], entonces V(ig)(“? [c,d],X) < ‘/(22)(“; [a, b], X).

2. V(i,Z) ([a,b],X) es un conjunto convezo y simétrico.

3. La funcion V(i,?) : V(i”?) ([a,b],X) — [0,00) que asocia a cada u € V(foﬂ) ([a,b],X)

su sequnda ¢- variacion en el sentido de Scharmm, es conveza.

4. Si A es un nimero complejo y |A| < 1, entonces ‘/(2,2)(’\“5 [a,b], X) < || Vg)z)( la,b],

X).
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En el siguiente lema demostramos que toda funcién que tiene segunda variaciéon acotada

en el sentido de Schramm es lipschitziana.

LEMA 4.3.1. Sean (X,||-]|) un espacio normado, ¢ = {@n}n>1 una ¢-sucesion y u :
la,b] — X una funcion con ¢-variacion acotada finita en el sentido de Schramm, en-
tonces u € Lip(|a, b, X).

DEMOSTRACION. Debemos demostrar que ||u[s,t]||, a < s <t < b es acotado. Sean
{I,J} € I*(a,b), entonces de la definicion ‘/(‘3)?2) (u; [a, b]), tenemos:

1 ([ul] = ulJ]l) < Vi o (w).

Fijemos un punto ¢ € (a,b) y consideremos dos puntos s,t € [a,b], s < t. Examinemos

las posibles ubicaciones de los puntos ¢, s,t y usaremos la convexidad de la funcién ;.
Casol: s<c<tysotesuno delos extremos del intervalo.
Sta=s<c<t=b |ulst]]=|ulab].

Sia=s<c<t<b:

o (||“[? t]_”) < %% (luls, 1] — uft, b]||) + %gpl (lult.b] — ula, c]])) + %sol (lula, dll) <

2 1
3 Viea (w00, X) + 21 ([lufa, ) <

VS 2 (us [a, 8], X) + o1 ([[ufa, )

Sia<s<c<t=b:

or (M5 < JorGlutsst = ulassll) + G (e ] = ulsll) +

1o (lufs,d — ula, ) + 71 (Jufa, ) <

Vig. (uia, b, X) + @1 (Jufa, c]]])
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Caso 2: a < s < c¢ <t<b, entonces:

o (Hu[z, t]H) < %% (lufs, ] — ult, b])) + %% (lult, b] — ula, ]||) + %g@l (lula, d|l) <

Vo [0, X) + 1 (lula ).

Caso 3: a < s <t <c<b, entonces:

o (105L) = ot )= vt ) + oo Ol = )+ G () <

V5 o (us [a, B, X) + o1 ([[ufa, ) -

Caso 4: a < c < s <t <b, entonces:

o (P < S Qladss = wla.cl) + oo (el <

VS 2y (us [a, 8], X) + o1 ([[ufa, ).

En cualquier caso tenemos que:

u(t) — u(s)

S max {Hu[a7 b]H ’ 4S0;1 (‘/(2,2)(u; [CL, b],X) + ¥1 (Hu{a? C]H))} ’

t—s
y asi u € Lip([a, b],X) . O
DEFINICION 4.3.2. (Funcion absolutamente continua). Sea (X, |/-||) un espacio nor-

mado. Una funciéon u : [a,b] — X es absolutamente continua si existe una funcion
d:(0,00) = (0,1), tal que para cada nimero € > 0 y cada colecciéon finita de puntos

{aj,b;}._, de [a,b] verificando

g <b<a<b<a<---<a,<b, y Z(bj—aj)<5(€),
j=1
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se tiene que Y |u(b;) —u(a;)| < e.
j=1

La clase de las funciones absolutamente continuas u : [a, b] — X se denota por AC ([a, b], X) .

De esta definicion y del Lema 4.3.1 se deduce el siguiente corolario.

COROLARIO 4.3.1. Sean (X,||-||) un espacio normado, ¢ = {@n}n>1 una ¢p—sucesion,
entonces V(i,z)([a»b] X) C AC ([a, b],X) .

OBSERVACION 4.3.3. Si (X, || - ||) es un espacio de Banach reflexivo y u € V(*;’; 9 ([a, b], X)
entonces este corolario garantiza que u es fuertemente diferenciable c. s. con derivada

fuertemente medible (ver [28|).

En lo que sigue de este capitulo, la integral que consideramos es la integral de Bochner
de funciones definidas en un intervalo [a, b] y que toman valores en un espacio normado.
Diestel y Uhl en [60] garantizan que toda funciéon absolutamente continua es Bochner
integrable. De esta manera tenemos que las funciones de V(i,z) ([a, b],X) son Bochner

integrable.

TEOREMA 4.3.1. Sean (X, ||-||) un espacio normado, ¢ = {¢n}n>1 una ¢-sucesion y
u € V(g’l)([a, b],X), entonces si u es Bochner integrable en [a,b] y si definimos u :
[a,b] = X, poru(z) = [ u(t)dt, resulta que u € Vs ([a,0],X) y

Vi) (@) < Vi (u).

DEMOSTRACION. Sea {I, = [t,,tn11]},>; una sucesiéon de intervalos de I*(a,b),

entonces:
_ _ e () e u(t)
S n (fatt] - 1) = Yoo (| [ [ ] )
n>1 n>1 toy1 2 T Endl tn n+l — ln

Haciendo cambios de variables, resulta:

(7(S¢72)(u,[n)z<ﬂn (|@Ingr] —alL]]]) =

n>1

1
nﬂ+xwr¢wmw—/um+amy%mw
0

S (|

n>1

)

Como las funciones ¢,,n > 1, son convexas, usando la desigualdad de Jensen, resulta:

S ([alL] ~ L)) <

n>1
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/0 Y en (lultnsr + s(turs = tasr)) = ultn + s(tnsr = ta))]) ds < V5 1 (u, [a, 8], X).

Al tomar supremo de U(Sw)(u, I,,) sobre las sucesiones de [}.(a, b) se obtiene la desigual-
dad requerida. O

Siguiendo las ideas desarrolladas por A. M. Russell y C. F. Upton , en la demostracion
del lema 6 de [152]| y por M. Bracamonte, J. Giménez y N. Merentes en el lema 3.2 de

[35] obtenemos el siguiente lema.

LEMA 4.3.2. Sean (X,||-]|) un espacio normado, ¢ = {pn}tn>1 una ¢-sucesion, D un
subconjunto denso de |a,b] y u : D — X, tal que eziste una constante positiva K
verificando:

(4.3.1) > en (lultin) —ulty)ll) < K,

k=1
para cualesquiera m + 1 puntos a < tg < t; < --- < t,, < b del conjunto D, entonces

existen los limites laterales de u :

up(x —0) = hli% u(xr —h), z€(a,b]—D
x—heD

up(x +0) = hli% u(x+h), z€la,b)—D.
z+heD

DEMOSTRACION. Se realizara la demostracion solo para verificar la existencia del
limite lateral por la izquierda up(x — 0) en (a,b] — D. La otra parte se demuestra de

manera similar.

Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que dicho limite no existe para

algtin ¢ € (a,b] \ D, entonces si {x,}, 5,y {yn},>, son sucesiones en D, tales que:
(4.3.2) T <Yn < Tpi1 <Y1 < -+ <t y z, Tt , y, Tt
Entonces podemos suponer que ocurren alguna de las siguientes situaciones.

a. u(z,) »7€X |, uly,) »yeX

b. [[u(z,)|]| >0 e X | u(y,) - 7€ X

cflu(zn)ll =00, Julyn)l| = oo.
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Izl

En el caso a. tomemos € = 3

. Escojamos n. € N, tal que:

[u(zn) =7l <e v lulyn) =9l <& n>ne.

De aqui resulta que si n > n.,entonces:

3e = |7 =l <7 — wlzn)ll + [[ulyn) = Tl + llu(zn) — wlyn)|| < 26 + [Ju(zn) — ulyn)ll-
De esta manera concluimos que:
(4.3.3) |lu(zn) —u(yn)|| > e, n>n..

Si acontece b. o c. Consideramos cualquier nimero € > 0 y tomando subsucesiones,

podemos suponer que ademés de verificarse (4.3.2) se cumple que:

lu(@n) ]| > [lulya)ll + &

De esta manera, también se cumple la relacion (4.3.3) .

Asi, en cualesquiera de las situaciones planteadas, como ¢,1 < @,, n > 1, si p es un

entero positivo, entonces:

ne+p ne+p
Z en ([[ulzn) = u(yn)]) > Z Pn(€) > PPn.+p(€)-
n=nc+1 n=ns+1
Y esto contradice la hipoétesis inicial. O

El siguiente teorema garantiza que toda funcién con ¢-segunda variaciéon acotada, en
el sentido de Shramm, es la integral indefinida de una funcién con ¢-variaciéon acotada

en el sentido de Schramm.

TEOREMA 4.3.2. Sean X un espacio de Banach reflexivo, ¢ = {g&n}nZI un P-SuUcesion
Yy u€ V(g 5 ([a, 0], X). Entonces existe una funcion u € V(i 1 ([a,0],X), tal que:

a. ' =7 c.s. o equivalentemente u(t) = u(a) + f; u(s)ds,

b. ‘/(55,2) (u) = V(fu)(u)

DEMOSTRACION. Del Corolario 4.3.1 tenemos que u es absolutamente continua.

Como X es un espacio reflexivo, entonces u es fuertemente diferenciable c.s. con derivada
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fuertemente medible (ver Observacion 4.3.3). De esta manera existe un conjunto £ C

[a,b] de medida de Lebesgue cero, tal que v’ existe en D := [a,b] — E .
Dado un niimero entero positivo m, escojamos m+ 1 puntos ¢y, ...,t,,+1 € D, tales que
a <t <--- <ty <b. Tomemos m + 2 nameros positivos hq, ..., hni1, &, tales que :

tl +h1,...7tm_1 - hm_17tm+§,t_ hm+1

estan en D y

tl<t1+h1<"'<tm+hm<tm+€<tm+1—hm+1<tm+1.

Entonces:

u(ljrr +hjr1) —ultip)  ult; +hy) —ulty)
hjt hj

m—1
> o (
=1

U(tm) — u(tmsr — Pmg1)  w(tm + &) — u(tm + hiy)

o ( hm+1 f - hm

Tomando limite en la desigualdad anterior, cuando § =0y h; = 0,7 =1,...,m+1,

)

) < VS (u).

resulta:

Z%‘ (' (tj11) — /(1)) < VG gy (w).

Si t; = a, obtenemos u/, (a) en lugar de u'(a).

De esta forma concluimos que u' cumple las condiciones del Lema 4.3.2 en D. Entonces

podemos definir @ : [a,b] — X, por:

u'(t). teD
u(t) =< up(t—0), te(ab]—D
up(a+0), t=aé¢D.

Por construccion se verifica la condiciones a.

Verifiquemos que @ € V3 ) ([a, b], X).
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Sean I, = [tn,sy],n = 1,...,m una familia de intervalos de Ir(a,b). Consideremos
varios casos, dependiendo si algunos de los extremos de los intervalos I,,,n =1,...,m

es un punto de FE.

Caso 1: Supongamos que un extremo de uno sélo de estos intervalos es un elemento

de F.
1a: Adicionalmente asumamos que éste extremo es el extremo derecho, digamos s, del
intervalo I, para algin p=1,...,m.

Consideremos un punto s, € D N (sp,t,) y remplacemos en la familia el intervalo I,
por I, = [t,, s,]. Como los extremos de esta nueva coleccién de intervalos estan en D,

tenemos que:

S n (5 o] =TI + s (7 1) — w1, ][) +

m—1

pr ([ [Tpa] =T [B][) + D o (@ L) =7 (L)1)

n=p+1

IN

‘/(3;,2) (u7 [CL, b]7 X)

Manteniendo s, en D y tomando limite cuando s}, 1 s,, tenemos que u(s;,) — up(s,—0).

De esta manera

(4.3.4) S o ([T a] — TL) < Vi (1),

1b: Supongamos ahora, que el tnico punto que es extremo de un sélo intervalo I,,,n =
1,...,mes el extremo izquierdo ¢, de I, para algin p = 1, ..., m. Entonces este intervalo
es disjunto con el resto de los intervalos; y como hay una cantidad finita, existe un punto
t, € D, t, < t,, tal que el intervalo II/) = [t;,, sp| no intersecta al resto de los intervalos

I, # p. Ahora sustituimos el intervalo I, por I}, y procedemos como en el caso la.

Caso 2: Supongamos que un punto de £ es extremo dos intervalos: I, I,+1, para algin
p=1,...,m. Entonces t, < s, = t,11 < $p41. Tomemos s, € D tal que t, < s, < 5,y
remplacemos el intervalo I, por [, = [ty s;] y el intervalo I,1; por el intervalo I}, =

[s},,tp1]. Como los extremos de esta nueva coleccion de intervalos estdn en D resulta:
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S o sl ~ T + 91 (a1 =t} + oo (|[al2s] = 7l;)

>+ Z_ on (12 Ins1] —alL][]) <

n=p+2

oot ([[alLpea] = alhy ]
‘/(Z,Q) (u).

Manteniendo s}, en D y haciendo s, — s,, obtenemos que se verifica la desigualdad
(4.3.4).

Caso 3: Asumamos que un nimero finitos de puntos de E son extremos de algunos
de los intervalos I,,,n = 1,--- ,m. Entonces procedemos de manera similar a los casos

anteriores tomando un numero finito de limites.

Cualquiera sea la situacion se concluye que u € V(i 1)([a.b], X)y

V(il) (u) < V(i,z) (u).

Y del teorema 2, obtenemos la otra desigualad. O

Finalmente tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 4.3.2. Sean X un espacio de Banach reflezivo, ¢ = {¢n},>, un ¢-sucesion.
Una funcion u € V(ig)([(% b],X) si y sdlo si es la integral (Bochner) indefinida de una

funcion de ¢-variacion acotada en el sentido de Schramm.

4.4. Algunos problemas para investigar.

Aqui presentamos algunos problemas para futuras investigaciones.

1. Generalizar el concepto de ¢-segunda variacion en el sentido de Schramm a un
concepto de ¢-k variacion en el sentido de Schramm, para funciones u : £ — X,
donde X es un espacio normado, en particular para multifunciones.

2. Determinar cuéles de las propiedades del Teorema 4.2.1 o de la Proposicion

(4.3.1) son ciertas.
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3. Determinar si es posible demostrar un teorema de representacion para estas
nuevas funciones, tipo Jordan, tipo Riesz a través de una integral tipo Serpiriski-
Federer-Chistyakov, como composicion de funciones.

4. Demostrar un teorema tipo Teorema 4.3.2 y su corolario.

5. Estudiar algunos problemas relacionados con el operador de composicién, como

actuacion, lipschitzidad local o global, acotaciéon uniforme.



Conclusiones

En este trabajo se realizaron varios aportes al tema de variaciones de funciones. En
primer lugar se introdujo un nuevo concepto de variacion que denominamos (p, k)-
variacion en el sentido de Riesz, el cual combina los conceptos de p-variacion de Riesz
de 1910 y de k-variacion estudiado por T. Popoviciu en la década de los treinta del siglo
pasado, siguiendo las ideas desarrolladas por N. Merentes en el ano 1992 con la nociéon

de segunda variacion en el sentido de Riesz.

En este punto como resultados de relevancia, se demostré una generalizacion del lema
de Riesz, caracterizando las funciones que tienen (p, k)-variacion en el sentido de Riesz
en un intervalo [a, b] de la recta, como aquellas funciones que tiene derivada de orden
k—1 absolutamente continua y derivada de orden k en Ly[a, b]; exponiendo una férmula
para calcular la (p, k)-variacion. Ademés se dot6 al espacio de estas funciones de una

estructura de espacio de Banach.

Otro resultado en relaciéon a este espacio, es que se logré verificar que la Lipschitzidad
global del operador de composiciéon en la condicion de Matkowski, se puede relajar por

una condicion de acotacion uniforme.

En segundo lugar se presenta otro nuevo concepto de variaciéon que generaliza la nocion
de (p, k)-variacion en el sentido de Riesz; y que denominados (i, k)-variacién en el
sentido de Riesz; y para el cual combinamos los conceptos de ¢-variaciéon en el sentido

de Riesz, estudiado por Yu. T. Medve’ed en 1953 y de k-variacion de T. Popoviciu.

Logramos obtener otra generalizacion del lema de Riesz, comprobando que la clase de
funciones que tienen (¢, k)-variacion en el sentido de Riesz en un intervalo [a,b] de la
recta, son aquellas que tiene derivada de orden k —1 absolutamente continua y derivada
de orden k en el espacio de Orlicz Ly|a,b]; y presentamos una manera para calcular
la (¢, k)-variacion. Ademés se doto al espacio generado por estas clase de funciones de

una estructura de espacio de Banach.
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Usando esta generalizacion del lema de Riesz, se dieron condiciones necesarias y sufi-
cientes para que estas clase de funciones sea un espacio vectorial y para que dos clases
de esta funciones, construidas a partir de ¢-funciones distintas, tengan una relacién de
inclusion; o que dicha relaciéon se cumpla con los respectivos espacios generados por esas

clases.

Ademés introducimos un nuevo concepto de segunda ¢-variacion en el sentido Schramm,
para funciones definidas en un intervalo de la recta, con valores en un espacio normado;
y logramos demostrar que toda funcién con segunda ¢-variacion acotada en el sentido
Schramm, es la integral indefinida de una funcién de ¢-variacién acotada en el sentido

Schramm.

Algunos problemas que se plantearon y que pueden dar continuidad a la investigacion

desarrollada para la realizacion de esta tesis, son:
- Determinar si los espacios RV(;x[a, b] o RV, k[a,b] son un algebra de Banach.

- Generalizar los conceptos de k-variacion de Popoviciu, (p, k)-variacion y (¢, k)-variacion
en el sentido de Riesz, para funciones definidas en un subconjunto E de la recta y que
toman valores en un espacio normado. Demostrar una versiéon el Lema de Riesz y sus

consecuencias.

- Estudiar condiciones sobre actuacion, lipschitzidad local y global o acotacion uniforme

del operador de composicién en estos espacios.
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